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1 Einleitung

Hyperbolische Differentialgleichungen spielen eine groflie Rolle in vielen physikalischen
Systemen. So geben die Telegraphengleichungen

an, wie sich Spannung U und Stromstarke I innerhalb einer verlustfreien Leitung ausbrei-
ten und die Mazwellgleichungen im Vakuum

divE =0 divB=0
rot & = —0,B rot B = po€g0: B

spiegeln das Verhalten der elektrischen Feldstarke E, beziehungsweise der magnetischen
Flussdichte B wider. Beide Systeme fithren zur Wellengleichung

attu — CQAU = 0,

dem Paradebeispiel hyperbolischer Differentialgleichungen. Die eindimensionale Verkehrs-
dichte u kann mittels der Burgersgleichung

Oy + uly,u =0
modelliert werden und die Fuler-Gleichung
pow + p(v - V)v + gradp = pg

beschreibt die Stromung einer reibungsfreien, elastischen Fliissigkeit. v entspricht hierbei
der Geschwindigkeit, p der Dichte, p dem Druck und g einer dufleren Beschleunigung,
beispielsweise der Gravitation.

Aufgrund der Bedeutsamkeit hyperbolische Differentialgleichungen wollen wir untersu-
chen aus welchen Prinzipien sie hervorgehen und Eigenschaften ihrer Losungen ermitteln.
Dazu beschréanken wir uns auf lineare Gleichungen, die zunéchst konstante Koeffizienten
haben sollen. Anschliefend wird ein sich rdumlich und zeitlich veranderndes System un-
tersucht. Um die Arbeit abzuschliefen wollen wir die vorher gefundenen Besonderheiten
anhand der Wellengleichung verifizieren und diese 16sen.



2 Grundlagen hyperbolischer
Gleichungen

Einen realitdtsnahen Bezug zu hyperbolischen Systemen geben die Bewegungen kontinu-
ierlicher Medien, welche wir nun untersuchen wollen. Dabei folgen wir der Vorgehensweise
von Peter Lax [5, Kap. 1 - 3.1].

2.1 Differentialgleichungen kontinuierlicher Medien

Der Zustand eines Mediums zu einer beliebigen Zeit ¢ € R an einem beliebigen Ort
x = (11,...,7;) € R¥ sei durch n Variablen, wie zum Beispiel Dichte, Druck, elektrische
Feldstérke, ... festgelegt. Wir schreiben die Zustédnde der Variablen als ug, ..., u, oder
als zusammengefassten Vektor u. Der Gesamtzustand eines Mediums zur Zeit t ist somit
durch die Vektorfunktion u(z,t) gegeben. Den zeitlichen Verlauf dieser Funktion nennen
wir Bewegung.

Die Bewegungen, mit denen wir uns auseinandersetzen, besitzen folgende Eigenschaften:

(1) Die Bewegung ist eindeutig durch ihre Anfangsdaten bestimmt.

(2) Die aus beliebig oft differenzierbaren Anfangsdaten resultierenden Bewegungen sind
beliebig oft differenzierbar in Ort und Zeit.

(3) Linearkombinationen von Bewegungen stellen Bewegungen dar.

(4) Der Einflussbereich breitet sich mit endlicher Geschwindigkeit aus.

Definition 2.1

Der Punkt p = (s, ) wird Einflusspunkt des Raumzeitpunktes ¢ genannt, falls fiir eine
rdaumliche Umgebung O von x und eine Raumzeitumgebung D von ¢ zwei Bewegungen
uw und v existieren, die zur Zeit s aulerhalb von O gleich sind, aber verschieden in einem
Punkt in D.

Aufgrund von Eigenschaft (3) konnen wir dies umschreiben. p beeinflusst ¢, wenn es eine
Bewegung wu gibt, die zur Zeit s Null ist auflerhalb von O, aber ungleich Null in einem
Punkt in D.

Definition 2.2

Der Finflussbereich von p ist die Menge aller Punkte ¢, die von p beeinflusst werden.
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Definition 2.3
Der Abhdngigkeitsbereich von p ist die Menge aller Punkte ¢, die p beeinflussen.

Durch beliebig oft differenzierbare Anfangsdaten ist nach Eigenschaft (1) der Zustand
u(z, s) fir alle Zeiten s bestimmt. Mit Bedingung (2) ist ebenso u(z,s) = 8tu(x,t)’t

gegeben, weshalb wir den Operator der u auf u; abbildet als G = G(s) schreiben kénnen
und

u = Gu (2.1.1)

erhalten. Nach Eigenschaften (3) und (2) ist G linear und bildet alle beliebig oft in x dif-
ferenzierbaren Funktionen in den Raum der in x beliebig oft differenzierbaren Funktionen
ab. Auflerdem ist G ein lokaler Operator in dem Sinne, dass der Trager von G f im Trager
von f enthalten ist. Das heifit, wenn f fiir alle x einer offenen Menge U verschwindet, so
verschwindet dort auch G f.

Um dies zu zeigen, sei u(z,s) = 0 fiir alle x € U. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit
des Einflussbereichs endlich ist, existiert eine Konstante ¢, sodass u(x, s + h) fir alle

mit groBerem Abstand als ¢|h| vom Kompliment von U verschwindet. Da die Ableitung
u(z,s+h)

- gegeben ist, verschwindet auch u; = Gu

von u in t zur Zeit s durch u; = limy,_q
in U und G ist lokal.

Nach Jaak Peetre [6] ist jeder lokale, lineare Operator, der von C'™ nach C*° abbil-
det, ein partieller Differentialoperator mit in x differenzierbaren Koeffizienten. Auflierdem
hangen die Koeffizienten von G differenzierbar von s ab.

Bewegungen, die Eigenschaften (1)-(4) gentigen, erfiillen somit partielle Differentialglei-
chungen. Es soll nun untersucht werden, welche algebraischen Eigenschaften diese Bewe-
gungen mit sich bringen. Dazu seien diese zunéchst translationsinvariant in dem Sinne,
dass wenn u(z,t) eine solche Bewegung darstellt, so auch u(z — y,t — s) fir jedes feste y

und s. Wir betrachten die Fouriertransformation

f©) = | fla)e= da.
RF

Die Eintréage des Operators G kénnen als Polynome in 0., dem vektorwertigen Differen-
tialoperator 0, = (Oyy, ..., 0y, ), geschriecben werden. Da Differentiation unter Fourier-
transformation in Multiplikation mit £ iibergeht, gilt

Gu = G(if)a (2.1.2)
und aus Gleichung 2.1.1 folgt
i, = G(i€)i.
Diese Differentialgleichung hat fiir Anfangsdaten f(¢) die eindeutige Losung
a(g,t) = O f(e), (2.1.3)

woraus u(z, t) durch Riicktransformation hervorgeht. Aulerdem 16st nicht nur jede Bewe-
gung die Differentialgleichung 2.1.1, sondern jede Losung von Gleichung 2.1.1 mit kompak-
tem Tréger fiir alle Zeiten ist eine Bewegung. Hierauf werden wir in Kapitel 2.2 eingehen.
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Satz 2.4
Bewegungen hdngen stetig von ihren Anfangsdaten ab.

Beweis

Sei F' die Menge aller Anfangsdaten f € C'*° mit kompaktem Triager K und U die Men-
ge aller auf —1 < t < 1 eingeschriankten Funktionen u € C'*° mit Trager innerhalb des
Einflussbereichs von K, der nach Eigenschaft (4) ebenso kompakt ist. So bilden F' und U
vollstdandige Vektorraume und die Abbildung ¢, die Anfangsdaten aus F' auf die zugeho-
rigen Bewegungen abbildet, besitzt folgende Eigenschaften:

(i) ¢ ist linear, denn fiir beliebige Bewegungen u(x,t) und @(z, t) ist u(x,t) = au(z,t)+
@(z,t) nach Eigenschaft (3) wieder eine Bewegung und fiir die zur Zeit ¢t = s vorge-
gebenen Anfangsdaten gilt f(z) = u(z, s) = ati(x, s) + 4(x, s) = af(x) + f(z). Alle
Bewegungen sind eindeutig durch ihre Anfangsdaten bestimmt, das heifit

o(f(2)) = u(z,1),
o(f(2)) = alx,1),
¢(f(x)) = ulx,1),

weshalb wir

erhalten.

(ii) ¢ bildet ganz F' in U ab, denn nach Eigenschaft (2) sind alle aus F' resultierenden
Bewegungen C*°.

(iii) Der Graph von ¢ ist abgeschlossen. Das heifit, falls die zu einer gegen f konver-
gierenden Folge f,, in F' gehorende Folge von Bewegungen u, in U gegen u € U
konvergiert, so ist u die zu f gehorende Bewegung. Dies ist der Fall, denn wenn ein
solcher Grenzwert existiert, so muss er die vorgeschriebenen Anfangsdaten haben
und ist nach Eigenschaft (1) eindeutig.

Wir kénnen nun den Satz vom abgeschlossenem Graphen anwenden, der besagt, dass eine
Abbildung mit Eigenschaften (i)-(iii) stetig ist. O

Korollar 2.5

FEs existieren Konstanten M und m, sodass fiir alle Bewegungen u, deren Anfangsdaten
f kompakten Triger in K besitzen,

u(z, )] < M|[f]lm

fir alle x und |t| < 1 gilt, wobei || f||, dem Mazimum von f und dessen partiellen Ablei-
tungen bis zur Ordnung m entspricht.
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Beweis
Angenommen, eine solche Konstante M existiert nicht, so gibt es Bewegungen u zu An-
fangsdaten f mit kompaktem Triager in K und Punkte (z,t), sodass

|u(z, )] > €[] fllm

fir alle e > 0 gilt. Das heifit, es existieren Folgen von Anfangsdaten fi mit limy o || fx||m =
0, fiir deren Losungen |ug(x,t)| > 0 fir gewisse Punkte (z,t) € R" x (—1, 1) gilt. Dies stellt
einen Widerspruch zu Satz 2.4 dar, da dieser besagt, dass wenn f; und deren Ableitungen
gegen f und die entsprechenden Ableitungen von f konvergieren, so miissen u; und deren
Ableitungen gegen u beziehungsweise den entsprechenden Ableitungen von u konvergieren.

O

Sei nun K der Hyperwiirfel im R¥ mit |z;| <1 fir j = 1,..., k. Dann ist der Tréiger von
u(x,%1) in |x;] < 1+ c enthalten, da sich Bewegungen héchstens mit Geschwindigkeit ¢
ausbreiten. Wir erhalten
<]
(=1—c,14+c)*

< / lu(z, £1)| dr < (24 2¢)F|u(-, £1) [max.
(=1—c,14c)*

u(z, £1)e ™| dx

la(&, £1)| = ‘/ u(z, £1)e ¢ dr
(—=1—c,1+c)k

Wir untersuchen nun die Losung u(z,t) zu den auf K beschrankten Anfangsdaten f(z),
gegeben durch

k
f@)=n]] p(;)
j=1
mit
2 m+1 .
pl(z;) = (1 —|—$j> (1 —a:j) fur |z;] <1,
0 fur |z;| > 1,

m € Ny und einem beliebigen Einheitsvektor h. f ist m-mal stetig differenzierbar, weshalb
f und alle Ableitungen bis zum Grad m als stetige Funktionen auf einem Kompaktum
beschrankt sind. Mit Korollar 2.5 existiert somit eine Konstante ¢ mit

a(€, £1)| < (24 2¢)F|u(-, 1) [max < €. (2.1.4)
Nach Gleichung A.0.5 ist fir [£| — oo die Fouriertransformation von f durch

k
N < U .
F(&) = h (@i m+ 1)1) e P © L
Jj=1
gegeben. Mit Gleichung 2.1.3 und Ungleichung 2.1.4 folgt somit

. k .
OO (202 (m 4+ 1)) e Em© [] &2 = |90 fg)| = Ja(e, +1) <
j=1
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Angenommen, h ist parallel zu einem beliebigen Eigenvektor v(i§) von G(i€) zum Eigen-
wert A(i€), so erhalten wir

o Re (i) ﬁ lgj—m—z‘ — [Ny, ﬁ fj_m_Q _ GO, ﬁ 5j—m—2
j=1 §=1

j=1
. k ~
(oG i G T eom2| < ¢
(& (& J ’
jl;[fj (@22 (m+ 1))
beziehungsweise
k
[Re A(i€)| < constlog ( [] )5;”*2‘ < const log [¢] (2.1.5)
j=1

fir £ € R* und |¢] — oo. Da die Eigenwerte nur von G und v, nicht jedoch von der Wahl
der Anfangsdaten abhédngen und v einen beliebigen Eigenvektor von G darstellt, gilt dies
fir alle Eigenwerte A. G(i€) ist ein Polynom in &, somit ist es fiir beschrankte £ ebenfalls
beschrankt. Die Eigenwerte A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P

P(r,&) =det [t — G(§)].

Fir beschrénkte ¢ sind diese dadurch auch beschrankt. Gleichung 2.1.5 lésst sich somit
auf beliebige reelle £ erweitern. Es gilt

| Re A(i€)| < const log(2 + [¢]) (2.1.6)
fir £ € R*.

Satz 2.6

Das charakteristische Polynom einer Differentialgleichung, die durch eine sich mit endli-
cher Geschwindigkeilt ausbreitende, translationsinvariante Bewegung geldst wird, hat fol-
gende Eigenschaften:

(i) Der Grad in T und & eines jeden Summanden entspricht hichstens dem Gesamtgrad
mT.

(ii) Fir die Nullstellen 7 = \(&) und reelle £ gilt
| Re \(i€)] < constlog(2 + [¢]).

Beweisskizze

(i) Nach Peter Lax [5, Seite 10] sind die Eigenwerte A(i§) von G(i€) durch
IA(#€)| < const (1 + [€]) (2.1.7)

beschrinkt. Sie wachsen also hochstens linear in €. Das charakteristische Polynom
von G(i€) lasst sich als

P(r,M8) =[] (= A(€))



2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen
oder als
P(1,§) = Z an—(&)T"
v=0

schreiben. Mit Ungleichung 2.1.7 ist a,,_,(§) ein Polynom, dessen Grad hochstens
n — v entspricht.

(i) Die Behauptung folgt aus Ungleichung 2.1.6.

O
Mit folgendem Lemma kénnen wir die Eigenwerte von G(i§) weiter abschétzen.
Lemma 2.7%
Sei f(w,Y1,.-.,7) ein komplexes Polynom, sodass f(w,S$1,...,S,) fir reelle s1,..., S,

positiven, von s unabhdngigen Grad in w besitzt. Sei auflerdem

M(s) = max Repu;(s1,..., ),

j:lsk‘gs

wobei p; die Nullstellen von f(w,s) inw darstellen, so gilt fir grofie s entweder M(s) =0
oder

M(s) = as’(1+ o(1))
mit 0 #a € R und b € Q.

Sei P'(1,€) = P(r,i€), was nach Satz 2.6(i) von £ unabhéngigen Grad in 7 besitzt. Wir
konnen das Lemma also anwenden und erhalten fiir die Nullstellen \'(£) von P'(r,¢)
entweder Re N'(£) = 0 oder

max ReX;(&1,...,&) = as’(1+ o(1))

]7‘§k|§s

fir grofie s, beziehungsweise . Offensichtlich gilt N (§) = A(i§) und somit entweder
Re A(i€) = 0 oder

max Re (i, .. .,i&,) = as’(1+ o(1)).

]7|Ek‘§5
Mit Satz 2.6(ii) konnen jedoch keine solchen Konstanten a und b existieren, weshalb wir
|Re A(i§)| < ¢ (2.1.8)

fiir beliebige ¢ € R* erhalten. Trivialerweise folgt aus dieser Ungleichung Satz 2.6(ii),
weshalb beide Bedingungen aquivalent sind.

aDer Beweis hierzu findet sich in Lars Gardings Paper [2, S. 11 - 14] wieder.
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Definition 2.8 hyperbolische Differentialgleichungen
Wir nennen eine partielle Differentialgleichung u, — Gu = 0 hyperbolisch, falls

(i) der Grad in 7 und € eines jeden Summanden des charakteristischen Polynoms héch-
stens dem Gesamtgrad in 7 entspricht und

(ii) fur die Nullstellen A des charakteristischen Polynoms
[Re A(i€)| < ¢
fiir beliebige ¢ € R* gilt.

Aus dieser Definition, Satz 2.6(i) und Ungleichung 2.1.8 erhalten wir folgenden Satz.

Satz 2.9

Partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, die durch translationsin-
variante Bewegungen mit Eigenschaften (1)-(4) gelost werden, sind hyperbolisch.

Bedingung (%) in Definition 2.8 impliziert eine Einschrinkung an die Nullstellen A(i€)
fir grofe |£|. Dann dominieren die Terme des hochsten Grades n von P(7,§), was wir
als Py(,&) bezeichnen. Das heifit, Py besteht aus allen Monomen von P mit Grad n, ist
somit eine n-Form und wird charakteristische Form genannt.

Lemma 2.10

Die Nullstellen o der charakteristischen Form sind homogene Funktionen ersten Grades

m €.

Beweis
Wir konnen Py(7,&) als Produkt der Nullstellen

n

Py(r,) =[] (= 0;(¢))

Jj=1

oder als Polynom

PD(T> 5) = Z CagaTk

|a|+k=n
mit Multiindex o und Konstanten ¢, darstellen. Fiir z € C folgt somit

- 217 — 0;(28)) Ca(26)%(27)F = 2" calrk
I1¢ i(26) = . >

Jj=1 |a|+k=n |a|+k=n
=[] (v~ 03(6) = [T (o7 — 05(6)),

beziehungsweise

05(2€) = 20;(£).
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Satz 2.11

Sei P(1,€) das charakteristische Polynom einer hyperbolischen Differentialgleichung. So
gilt fir die Nullstellen o der dazugehérigen charakteristischen Form Py(T,§)

o) eR
fiir € € R¥.
Beweis

Aufgrund von Lemma 2.10 ist o eine homogene Funktion ersten Grades und mit Lemma
B.1 konnen wir es durch A\ abschatzen. Es gilt

[Im o (§)] = [Reio(§)] = [Reo(i§)] < [Re A(i€)] + o(¢).
Nach Definition 2.8 ist A durch
|Re A(i)| < ¢
beschriankt, weshalb fiir o

[Im o (§)] < o(§)
und dadurch

0= lim

|§|—o0

‘Im o(&) ‘ ~ lim

‘ €] Imo(&/lfD‘
§ €] =00 13

= Jim_{Imo(&/I¢)] = Tm o (&/[€])]

folgt. Fiir alle reellen Einheitsvektoren v ist also o(v) reell. Mittels erneutem Ausnutzen
der Homogenitét erhalten wir

(&) = [Elo(&/I¢]) € R

Wir untersuchen nun eine allgemeinere Definition von Hyperbolizitéat.

Definition 2.12

Sei Py(¢) eine n-Form in k + 1 Variablen (g, ..., (k. Py ist hyperbolisch, falls ein Vektor
v € RFL existiert, sodass Py(sv + ¢) fiir alle ¢ € R¥! die nicht parallel zu v sind,
nur reelle Nullstellen in s besitzt. Py ist strikt hyperbolisch, falls die Nullstellen zuséatzlich
paarweise verschieden sind. Existiert ein solcher Vektor v so nennen wir diesen (strikt)
hyperbolisch.

Wir wollen nun zeigen, dass hyperbolische Differentialgleichungen eine hyperbolische Form
bilden. Sei v = (1,0,...,0), so ist sv + ¢ = (s + (o, (1, ---, k). Wir setzen 7 = s + (.
Da die Bedingung fiir reelle ¢ gelten muss ist 7 genau dann reell, wenn s reell ist. Mit
Definition 2.8 und Satz 2.11 gilt, dass 7 reell sein muss, wenn Py(sv+() = Py(7, (1, - -+, Ck)
verschwindet. Somit ist auch s reell und v ist ein hyperbolischer Vektor.
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Umgekehrt kénnen wir zu jeder hyperbolischen Form Fy(7,&) eine Differentialgleichung
konstruieren, die Definition 2.8 geniigt. Wir schreiben P, als

P0(7—7 5) = Z aj(g),]_n—j7
=1

wobei a; = a;(£) Formen des Grades j sind. Auflerdem definieren wir

0
: 1
G(&) = : ,
©-;
—ay, —Qp_1 e —ap
beziehungsweise
T -1 0 - 0
0o = -1 :
M; (77 ) = e 0
0 0 T -1
an e e az T + a

Offensichtlich gilt fiir das charakteristische Polynom von 9, — G
P(1,&) = det(r1l — G(§)) = det M,,(7,€),
was wir zeilenweise entwickeln kénnen. Wir erhalten
det M;(7,&) = a;(§) + 7det M;_1(7,§)
und
det My(1,&) =7+ aq,

weshalb induktiv

P(r,6) =>_a;(§)m" = Po(7,¢)

Jj=1

folgt. Da Py(7,&) eine Form darstellt und fiir reelle £ nur reelle Nullstellen besitzt, geniigt
0, — G der Definition einer hyperbolischen Differentialgleichung.
Wir schreiben Gleichung 2.1.1 komponentenweise

Owu; = Z gz‘j(ax>uj7
j=1

wobei g;;(0,) den Eintrégen von G(0,) entspricht und weisen u; einen Ableitungsgrad d,
zu. Angenommen, der ortliche Ableitungsgrad iibersteigt den zeitlichen Ableitungsgrad
nicht, so gilt

10
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Auflerdem nennen wir den Teil von G, fir den Gleichheit in Unglelchung 2.1.9 gilt, Haupt-
teil Gy. Seien G = Gy + G gi; die Eintrage von Gy und g;; die von G’ so erhalten wir
nach der Leibniz-Formel fiir das charakteristische Polynom

P(7,&) = det(t1l — G(€))

n

= ) sign(r H e T = Gim() (§) = jin(5)(E))

TES,
= Z sign(m H (0j.n()T — Gim((€))
TESR j=1
— > sign(m) Y 9in) (&) IT 02T = Giix(i) () = Gjin () (6))-
mESn =1 =1
i#]

Offensichtlich gilt deg_ P(7,&) = n,

dege | Gim(i( H ()T — Jim() (&) = i) (§))

oy
< di = dpiy + S (d; — d Y=n—1+3(dj —degjy) =n — 1
];1 7=1
i#j

und

dege (H@mﬂ - ﬁjm(j)(f))) =D (dj —dnij +1) =
j=1 j=1
Die charakteristische Form einer solchen Differentialgleichung ist also durch

Fy(7,€) = det (71l — Go(€))

gegeben. Auflerdem zeigen diese Rechnungen, dass Definition 2.8(i) erfillt ist. Demnach
erhalten wir eine weiter Definition der Hyperbolizitét.

Definition 2.13
Der Operator 0; — G heifit hyperbolisch, falls

(i) die Eintrage g;; von G
deggi; <d;—d;+1
und
(i) die Eigenwerte A(i€) von G(i€)
|Re A(i€)| < ¢

fiir beliebige reelle ¢ erfiillen.

11
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Er heiit strikt hyperbolisch, falls Go(€) fir reelle € # 0 nur reelle, paarweise verschiedene
Eigenwerte besitzt.

Ein solcher hyperbolischer Differentialoperator erfiillt Definition 2.8 und die dazugehoérige
charakteristische Form gentigt mit Satz 2.11 auch Definition 2.12. Analog zu vorher ist

= (1,0,...,0) fur einen strikt hyperbolischen Differentialoperator ein strikt hyperbo-
lischer Vektor. Es verbleibt zu zeigen, dass die Definition auch in sich Sinn ergibt, ein
strikt hyperbolischer Differentialoperator also auch (schwach) hyperbolisch ist, was im
nachfolgenden Satz geschehen soll.

Satz 2.14

Sei 0, — G ein strikt hyperbolischer Differentialoperator, so existiert eine Konstante c,
sodass fir alle Figenwerte A\ von G und reelle £

[Re (i) < ¢
gilt.
Beweis

Die Beweisidee hierzu stammt aus Jens Wirths Vorlesungsskript [8, S. 16]. Es gilt P(7,i{)—
Po(r,i€) = O ((|7| + [€])"1). Somit folgt fiir ein beliebiges, festes 0 # & € R* und w > 0

W™ P(wr, iw) — Po(r,i€)| = w™ |P(wr, iwé) — Po(wr, iwé)| < cw™ (7] + [¢))"
(2.1.10)

Da Py(7,1£) paarweise verschiedene Nullstellen o;(i€) besitzt, existieren fir j # [ Kon-
stanten cj; # 0 mit

0,(i€) — 01(i€) = ¢
Sei 0,(i€) eine beliebige dieser Nullstellen, r > 0 beliebig, aber fest und
7 € OB(0oy(iwé), rw™1),
so konnen wir 7 durch
o(i€) +rw e,
wobei ¢ € R ist, darstellen und erhalten

¢l + rw e fiir j #1,

rw e’

T —0;(i§) =1 — 0;(i§) = {

fir j =1,

weshalb fiir die charakteristische Form

n n

w " Py(wr,iw) = H T —0,(if)) = = rw le? H (le + Tw_lez‘z’)
j=1 j=1
i

12



2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen

folgt. Da ¢;; und r konstant sind, existiert eine weitere Konstante ¢ und ein wy > 0, sodass
fur alle w > wy

ﬁ (cjl + Tw_lei‘b) >

j=
J#

~— =

gilt, weshalb wir
‘w’"Po(wT, iwf)’ >wird

erhalten. Aus Ungleichung 2.1.10 und da ¢ konstant ist, existiert eine Konstante ¢, sodass
fiir alle festen r ein w; existiert, sodass fir alle w > w;

’w‘”P(wT, iw) — Py(r, z{)’ <cw T+ ) < ew™ (‘0(25) + rw™ e | 4 |§|)n_1

n—1 n—1
) =cw ! (E + rwil) < w !

< cw ! (E—i— ‘Tw’lei‘z’

folgt. Da die einzig weitere Voraussetzung an r > 0 war, dass es konstant sein muss,
kénnen wir r = ¢/’ + 1 setzen, weshalb fiir groe w und 7 € 0B(o(i€), r/w)

‘w’”P(wT, iwg) — Po(r, zf)‘ < ’w’"PO(wT, iwg)

Y

beziehungsweise
|P(wT,iwf) — Po(wt,iwf)| < |Po(wT, iwf)|

gilt. P — Py und F, sind Polynome und somit holomorph, weshalb der Satz von Rouché
zeigt, dass fir 7 € B(o(i€),rw™") P(wr,iwé) und Py(w,iwf) gleich viele Nullstellen in 7
besitzen. Es existiert also ein A(i€) € B(o(i&),rw™") mit P(wA(i€),iwé) = 0. Somit 16st
A(iwg) = w(i€) € B(wo (i), r)

P(A\(iw€),iw) = 0.
Nach Voraussetzung ist o(§) € R und Lemma 2.10 liefert
Rewao (i) = Reiwo(§) = 0.
Fiir grofle w ist also
Re A(iw&) < r.
Da r fest ist und A(iw&) fiir beschrénkte w ebenso beschrankt ist folgt
Re A(iw€) < const.

]

Wir wollen uns von nun an auf Differentialoperatoren beschranken, die Bedingung (i) in
Definition 2.13 erfillen.

13



2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen

2.2 Bewegungen hyperbolischer Differentialgleichungen

In Kapitel 2.1 wurde deutlich, dass aus Bewegungen, die Eigenschaften (1)-(4) erfiillen hy-
perbolische partielle Differentialgleichungen hervorgehen. Nun wollen wir die Umkehrung
hiervon untersuchen. Sei dazu u; — Gu = 0 strikt hyperbolisch mit konstanten Koeffizien-
ten. Eigenschaft (3) folgt daher, dass die Gleichung linear ist. Aussagen (1) und (2) sagen
aus, dass zu beliebig oft differenzierbaren Anfangsdaten mit kompaktem Triager genau
eine beliebig oft differenzierbare Losung der Differentialgleichung existiert.

Wir wenden erneut die Fouriertransformation an und erhalten die gew6hnliche Diffe-
rentialgleichung

0 _ e\ ~
au(f,t) = G(&)u(&, 1),

welche durch '
a(&,t) = g, 0). (2.2.1)

gelost wird. Da uy — Gu = 0 als strikt hyperbolisch angenommen wurde, erfiillt G(i&)
Eigenschaft (ii) aus Satz 2.6, weshalb e/“(¥) hochstens polynomiell in ¢ wéchst.®? Wir
wollen von folgendem Lemma Gebrauch machen.

Lemma 2.15
Fiir u(€,0) € C*(R¥) mit kompaktem Triger in € existiert eine Konstante K, sodass

(14 1&))" a(¢, 0)] < 2°k3 K,
qgilt.
Beweis

Der Beweis ist Fritz Johns Uberlegungen [4, S. 123] nachempfunden. Analog zu Gleichung
2.1.2 erhalten wir

(€)™ (€, 0) = Ogu(&,0),
wobei o = (ay, ..., ) einen Multiindex mit |o| < s darstellt. Mit &,,,, = max; |&;] gilt
€] < VEEmar

und deshalb
s (s s[5\ s~ (s N oy 2 N
A+l =3 (T <Y () <X () S 1€t =2k X fecl.
=0 =0 =0 || <s la|<s

Zusammen folgt somit

(1+ &))" a(e, 0)] < 2°k= Y |(i€) a(€, 0)]

laf<s

tRe A

PEin expliziter Beweis, wieso HetGH < const e gilt ist im Beweis von Satz 2.19 zu finden.

14



2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen

— 25L3 Z

laf<s

=2%% Y

lof<s
< 23 > |0Su(z,0)| dx
la|<s R¥

= k3K,

dgu(€,0)]

/ e ¢ 9%u(z,0) dx
Rk

mit einer Konstante K, da u und alle vorkommenden Ableitungen stetige Funktionen
mit kompaktem Trager darstellen. O]

Fir s > degg(eta(iﬁ)) + 2 und beliebiges 0 < t € R gilt

. ) . t
/ (g, t)ei d&‘ = / [1a(¢, 0)e| de < / OB de < oo,
Rk Rk Rk (1

+1¢1)?

weshalb die inverse Fouriertransformation von (¢, t) konvergiert. Durch ihre Konstruk-
tion erfiillt sie die Differentialgleichung, hat die vorgeschriebenen Anfangsdaten und ist
eindeutig.

Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Losung Eigenschaft (4) erfiillt, also einen kompakten
Triager in = besitzt. Sei dazu f : R¥ — R"” m-fach differenzierbar mit kompaktem Triager
K und

sk (€) := max z¢

die Stitzfunktion von K fiir reelle £. sk () ist offensichtlich positiv homogen, das heifit
fir p > 0 gilt sk (p€) = psk(§). Die Fouriertransformation

F(0) = /K e i f(2) du

ist fiir komplexe ¢ wohldefiniert und analytisch in C*. Wir kénnen f (¢) durch

fol< [,

abschitzen. Analog folgt durch m-fache partielle Integration

e’m(f(x)’ dx < /K ’e’“‘”gf(x)‘ dr < max ‘e’“c

/ |f(2)| do < cesm©)
K

<flo) < /K\<—z'<>mf<x>e—”< dv < /K Fla)ameis

/ 0™ f(2)] da < cpesm©),
K

dx §/ ‘e_i“@;”f(az)‘ dx
K

< sup ‘e’”g
zeK

Zusammen ergibt das
const

7Ol = e

wobei s = s und n = Im ( entspricht. Die Umkehrung hiervon entspricht dem Satz von
Plancherel und Polya.

s, (2.2.2)

15



2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen

Satz 2.16 Satz von Plancherel und Polya

Sei f(C) eine analytische Funktion die Ungleichung 2.2.2 mit einer positiv homogenen
Funktion s(n) erfillt. Dann verschwindet die inverse Fouriertransformation f(z) fir alle
Punkte, die nicht in der Menge A = {y | yn < s(n),n € R*} enthalten sind.

Beweisskizze
Sei z ¢ A, dann existieren reelle w mit xw > s(w). Nach dem Integralsatz von Cauchy
andert sich beim Wechsel des Integrationspfads der Wert des Integrals nicht. Es gilt also

f@)= | @ de= | JE+ipw)er de

fiir beliebige p € R. Mit Gleichung 2.2.2 und zw > s(w) kénnen wir dies durch

3 i ; const ) )
)| < + pw eiEtipw)| g </ . s(pw) giz(E+ipw) | g
|/ )I_/Rk F(€+ipw) | de < T e s ipul ¢
< / cons‘t P (i) | ge < / consF oot e 2
e |1+ €+ dpw|™ e |1+ €+ dpw|™
abschétzen. 0

Um dies auf unser Problem anwenden zu konnen, muss e abgeschétzt werden, wofiir wir
folgende Lemmata benotigen.

Lemma 2.17 Phragmén-Lindelof-Prinzip®

Sei h(z) eine in der oberen Halbebene analytische Funktion, die

(1) [h(z)] <m fir z € R,
(ii) |h(z)] < me*™* fir z € iR, Im z — oo und
(iii) |h(z)| < MeSF! firze C;,Imz>0

erfillt, so gilt

\h(2)] < me*™?

in der gesamten oberen Halbebene.

Lemma 2.18

Sei z € C und £, € R, so besitzt €W+ fiir |2| — oo paarweise verschiedene Eigen-
werte.

°Fiir einen Beweis dieser Variante des Prinzips von Phragmén-Lindelof sei auf Mohammed Amer Qazi
und Qazi Ibadur Rahman [7, S. 153] verwiesen.

16



2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen

Beweis
Angenommen, es existieren Eigenwerte A\, und A, von G mit \,(i€ 4 izn) = A\ (i€ + izn)
fur |z] — oo, so existieren nach Lemma B.1 Eigenwerte o, und o, von Gy mit

0y (iz) = M€ + i) + 0(2) = A(i€ + iz) + o(z) = 0, (iz) + o(2),
weshalb nach Lemma 2.10

izoy(n) —izoy(n)

lim
|z]—o0

= |op(n) — a4(n)]

|z]—o0 z

o i |otizn) Oq(izn)‘ _

gilt. Dies stellt einen Widerspruch dazu dar, dass Go(n) fir reelle n nur paarweise ver-
schiedene Eigenwerte besitzt und da e* einen Eigenwert zu e“ darstellt, folgt die Behaup-
tung. L]

Wir kénnen nun e© abschéatzen.

Satz 2.19

Es existiert eine Konstante m, sodass fiir alle ( € CF

HeG(i() H < meamax(—ImC)—i-o(Im()

qgilt.

Beweisskizze
Wir wollen das Prinzip von Phragmén-Lindel6f anwenden und definieren hierzu

h(Z) — 6G(’i£+izn)

mit beliebigen Vektoren &, € R*. Als Exponentialfunktion von Polynomen ist h(z) ho-
lomorph und fiir beschriankte 2z ebenfalls beschrankt. Wir miissen uns also nur um den
Fall |z| — oo kiimmern. Fiir reelle oder rein imaginire z besitzt e“*%") nach Lemma
2.18 paarweise verschiedene Eigenwerte ¢*(%€+%  weshalb die normierten Eigenvektoren

v; den gesamten Raum aufspannen und wir einen beliebigen Vektor x als Linearkombina-

tion z = 377, ¢ju; darstellen konnen. Somit gilt
n

H 6G(z‘§+z‘zn)’ _ max‘ Gig+izn) .. <  max Z G(ig+izn),)
|z[=1 ’chv]‘ 1 j=1

j (i€+izn) max; | Re \j(i€+izn)|

W€+iz
(i¢ ") ’ < Z Cmax |€

] < NCmax€

n
Z Cmax |€
] :

mit Cpax = max; |¢;|. Mit Satz 2.14 erfiillt unser strikt hyperbolischer Operator auch

Bedingung (ii) in Definition 2.13. Fiir reelle z ist £ 4+ zn ebenfalls reell und wir erhalten
HeG(ié"—I—izn) H < ncmaxemax_j | Re Aj(t€+izn)| < ncmaxec <m.

Fiir imaginére z folgt nach Lemma B.1

HGG(lﬁ—HzT]) H < ncmaxemaxj- | Re \j (i€+izn)| < ncmaxeomax(zzn)+o(zzn) < meomax(— Im 2n)+o(Im zn) ]

17



2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen

Nach Definition 2.13(i) gilt fiir die Eintrdge von G
degy gij (1) < di — d; + 1
fiir beliebige 1) € CF. Wir definieren G durch

|4
G(iy) = D' (¥)G(ie)D()  mit D() =
||

Fiir deren Eintrage folgt somit
deg,, gi; (i) = 1,
weshalb Konstanten p und ¢ existieren, sodass
|G| < plvl+q
und deshalb

Jec] = |epwiimn =) - s (D<¢>G<“:!>D 'w)

k=0

(Giv))*

= o)y

k=0

<|p@)||p~ @)

D7) = [ D) D W)

)| < D) |~ ) ellse]
gilt. Sei d = max; x, |d; — dj| so erhalten wir
HGGW)H < |[p|%ePFe < ppeSW

mit Konstanten M und S. Insgesamt erfiillt e“(%+%m also die Voraussetzungen des Prin-
zips von Phragmén-Lindelof 2.17 und €% ist durch

H oG i&+izn)

) < meamax(f Im zn)+o(Im zn)
beschrankt. Wir setzen z = i, weshalb & + zn einen beliebigen Vektor in C* darstellt und
erhalten die Behauptung. O

Angenommen, u(z,0) besitzt einen kompakten Tréger innerhalb der Kugel |z| < R, dann
existieren nach dem Satz von Paley-Wiener fiir jedes | € N Konstanten ¢;, sodass

- G n|
la(¢,0)| < 7(1 n |C|l>eRn

gilt. Zusammen mit Satz 2.19 ergibt das

l = |90 O 4 TMCL_tomax(—n)+to(n)+Rln|
(¢, )] = ‘etG( C)U(C,O)‘ < HetG( Q) ‘ 1a(¢,0)| < Lt (—=n)+to(n)+R|n

B
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2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen

mit 17 = Im (, beziehungsweise fiir jedes € > 0 folgt

~ mec tUmax(_ )+t€| H‘R‘ |
i ’ < n n 77’
O < T

vorausgesetzt 7 ist grofl genug. Man findet demnach fiir jedes [ eine Konstante ¢;, sodass
u(C,t) den Satz von Plancherel und Polya 2.16 erfiillt und u(z,t) fiir alle Punkte z, die

xn < tomax(—n) + (te + R)|n|

fiir beliebige 1 nicht erfiillen, verschwindet. x verandert sich nicht wenn wir den Grenzwert
|n| — oo bilden, weshalb wu(z,t) nur fir die Punkte nicht verschwindet, fiir die

xn < to—max(_n) + RW (223)
fiir alle n gilt. Der Einflussbereich des Ursprungs liegt somit innerhalb der Menge
M = {(I,t) S RkJrl‘x'r] < tamax(_n)}

und folgender Satz ist bewiesen.

Satz 2.20
Der Einflussbereich breitet sich mit endlicher Geschwindigkeit aus.

Wir haben somit gezeigt, dass Losungen strikt hyperbolischer partieller Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten tatsachlich Bewegungen mit Eigenschaften (1) - (4)
aus Kapitel 2.1 widerspiegeln.

Die Stiitzfunktion des Einflussbereichs des Ursprungs kann auch nach unten abgeschéatzt
werden. Seien dazu die Anfangsdaten fiir ein beliebiges € > 0 auf dem kompakten Hyper-
wiirfel |z;| <e,j=1,...,k durch
k
f(@) = v ] p(;)

j=1

mit einem beliebigen normierten Eigenvektor v von G,
(1 + ]> (1 — (j> ) fur |z;| <e,
p(z;) = € €
0 fir |z;| > €
und m € Ny gegeben. So existiert eine Konstante ¢, sodass fir groie |n|
|F(im)] = e~

gilt, denn analog zu Gleichung A.0.5 folgt fir die Fouriertransformation von f fiir |n| — oo

> ceelnl

| F(im)| =

b k
((20)™2(m + 1)1) eXom T e (i) ™2
j=1
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2 Grundlagen hyperbolischer Gleichungen
Insgesamt kann @ nach Lemma B.1 durch

6tG( 77 ZTI]

||’,:]»

k
Hﬁm

> tomax(—n)—ten| ’JE(’“?)‘ > etvmax(—n)—(Hl) €ln]

= \ A f (in)]

abschétzt werden. Aulerdem kann m so grof§ gewahlt werden, dass die Losung u stetig
ist und somit nach Gleichung 2.2.2

|1~L(i77, t)| < const oSk (mt)

erfiilllt, wobei sk (n,t) der Stitzfunktion des Einflussbereichs des Ursprungs zur Zeit ¢
entspricht. Wir erhalten

glomax(=m) (el < gy sx) < psscn )+l

mit einer Konstante p fiir beliebige € > 0, vorausgesetzt |n| ist gentigend grof. Mit Glei-
chung 2.2.3 folgt deshalb

tomax(—1) — (t +2)e[n| < sk (n,t) < tomax(—1)-

Omax(—1) und sk (n,t) sind positiv homogene Funktionen in 7. Der Grenzwert |n| — oo
kann somit gebildet werden ohne die Aussage der Ungleichung zu verandern, wodurch e
verschwindet und folgender Satz bewiesen ist.

Satz 2.21
Fiir die Stitzfunktion si des Einflussbereichs des Ursprungs zur Zeit t gilt

sk (n,t) = tomax(—n).
Als Maximum einer positiv homogenen Funktionen auf einer kompakten Menge gilt
sic(rn+ (1 =r)€) = max(rnz + (1 —r)&z) < max(ryz) + max((1 —r)&z)
= rmax(nz) + (1 —r)max(§x) = rsx(n) + (1 —7)sk(§)
fir 0 < r <1, weshalb mit Satz 2.21 folgendes Korollar bewiesen wurde.

Korollar 2.22

Omaz(—1) ist eine konvexe Funktion.
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3 Eigenschaften hyperbolischer
Differentialgleichungen

3.1 Charakteristische Flachen und Unstetigkeiten

Wir wollen nun charakteristische Flachen untersuchen und zeigen, dass Unstetigkeiten
nur an diesen auftreten konnen, wobei wir analog zu Peter Lax [5, Kap. 3.4] vorgehen.
Sei dazu .
Lu = Oyu — ZAiain =0 (3.1.1)
i=1
mit konstanten n x n Matrizen A; ein hyperbolisches System erster Ordnung. Sind die
Anfangsdaten von u fiir t = 0 gegeben, so konnen daraus alle Ableitungen beziiglich x
und ¢ bestimmt werden.

Eine Hyperebene heifit frei, wenn fiir eine auf ihr vorgegebene Losung u alle partiel-
len Ableitungen beziiglich  und ¢ bestimmt werden konnen. Ist dies nicht der Fall so
bezeichnen wir sie als charakteristisch.

Die Hyperebene normal zu (7,£) sei definiert durch

s=tr +x£ = 0.

Dann liegt p = (%‘5, x) in s und es gilt

at = Tasa aﬂcL = gzas + api - f_iapoa

weshalb aus Gleichung 3.1.1

(T]l — 251A1> 8Su — Z Az <8p2 — §8p0> u=20
=1 =1

hervorgeht. Fiir eine auf s = 0 vorgegebene Losung sind 0,,u, ..., 0y, u gegeben, da p
parallel zu s liegt. Die zu s normale Ableitung d, und dadurch alle partiellen Ableitungen
von u lassen sich somit genau dann bestimmen, wenn

Tl — Z §iA;
i=1

invertierbar ist. Sei (&) ein Eigenwert von Y1 | A;&;, so ist s = 0 genau dann charakte-
ristisch, wenn

T—0() =0 (3.1.2)

gilt. Der Begriff der Charakteristik kann auch auf allgemeine Hyperflichen erweitert wer-
den.
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3 FEigenschaften hyperbolischer Differentialgleichungen

S

Abbildung 3.1: M wird von S in M; und M, geteilt.?

Definition 3.1

Eine Hyperfliche der Raumzeit heifit charakteristisch fiir den Operator L, wenn alle tan-
gentialen Hyperebenen charakteristisch fiir L sind.

Die Bedeutung von charakteristischen Hyperflichen werden wir uns nun anhand von Un-
stetigkeiten schwacher Losungen bewusst machen.

Definition 3.2

Eine stiickweise differenzierbare Funktion u : R™ x R — R"”, die eine Unstetigkeit an der
Hyperebene S aufweist, heiflit schwache Losung von Gleichung 3.1.1, wenn fiir alle C*°
Funktionen w mit kompaktem Trager

/ ulTw dxdt =0 (3.1.3)
R™? xR
mit Lt = =9, + ¥, 0,, Al gilt.

Im Mehrdimensionalen erhalten wir durch partielle Integration

/ @) dV = [ o i ds — / 6 (9) dV.
Vv oV 174

wobei 0; eine beliebige der n+ 1 partiellen Ableitungen, S den Rand von V' und n; die i-te
Komponente des Einheitsnormalenvektors zu S darstellt. Da w kompakten Trager hat,
erhalten wir fiir eine differenzierbare, schwache Losung u

/ (Lu) w dzdt = 0.
R7™ xR

Somit ist eine schwache Losung genau dann eine normale Losung, wenn sie differenzierbar
ist. Die stiickweise differenzierbare Funktion u erfiillt also die Differentialgleichung auf
beiden Seiten von S. Seien M; und M, diese Seiten einer offenen Menge M die von S
getrennt wird (siehe Abbildung 3.1) und der Trager von w im Abschluss von M enthalten,
so wird Gleichung 3.1.3 zu

/ ulTw dxdt +/ ultw dxdt = 0.
M,

T

aDie Graphik ist der von Lax [5, S. 27, Abb. 3.1] nachempfunden.
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3 FEigenschaften hyperbolischer Differentialgleichungen

Es gilt Lu = 0 auf beiden Seiten von S und w = 0 auf dem Rand von M. Durch partielle
Integration erhalten wir also

/ <nl,011 — Z nl,iAZ) ww dS; +/ <n7«’0]l — Z nr,iAZ) w,w dS, =0
Sl % Sr 7

mit den Normalenvektoren n; und n,, die jeweils aus ihrer Menge hinaus gerichtet sind.
Somit gilt n; = —n, und

/S (T]l - ;@-AZ) lw dS = 0,

wobei (£, 7) normal zu S ist und [u] der Differenz von u auf beiden Seiten von S entspricht.
Da w eine beliebige C'*° Funktion mit kompaktem Trager im Abschluss von M darstellt,
gilt

<T]1 — Z giAZ-) [u] =0

auf S. Ware S nicht charakteristisch, so wire 711 — 3, {;A; invertierbar und [u] = 0. Wir
haben somit folgenden Satz bewiesen.

Satz 3.3

Unstetigkeiten konnen nur auf charakteristischen Flichen auftreten.

Nun wollen wir die charakteristischen Flachen konstruieren. Seien diese gegeben durch
¢(t,z) = const. Dann erhalten wir den dazugehérigen Normalenvektor (0;¢,0,¢), der
nach Gleichung 3.1.2 zu

Oy — a(0,0) =0 (3.1.4)

fithrt. Da G = Y, §;A; = Gg entspricht, ist ¢ nach Lemma 2.10 eine homogene Funktion
ersten Grades und die Eulersche Homogenitétsrelation

o(§) = ZU@‘ (3.1.5)

mit o; = %ﬁ‘f) ist erfiillt, weshalb wir
o —> 0:0;0=0 (3.1.6)
erhalten. Kurven, die durch
dx;
= —0(0,0) (3.1.7)
definiert sind, 16sen Gleichung 3.1.6, da auf ¢ = const
d dz;
0= £¢(ta z(t)) = 0ip + ;3@ It
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3 FEigenschaften hyperbolischer Differentialgleichungen

gilt. Es soll nun verdeutlicht werden, dass 0,¢ und dadurch auch o; konstant sind und
diese Kurven Geraden darstellen. Aus Gleichung 3.1.6 folgt

at&qb - Z 0]6]6@ — Z ai0j8j¢ =0
J J
und wir erhalten

8¢ 5ta¢+zaa¢ _at 1¢ 20—]86¢ Zaaj ]¢

da 0;o als partielle Ableitung einer homogenen Funktion ersten Grades konstant ist und
sich die letzte Gleichheit somit nach der Eulerschen Homogenitéatsrelation ergibt.

Sei ¢ zur Zeit t = 0 durch eine beliebige C'*° Funktion ¢y mit gleichméaBig beschrankten
ersten partiellen Ableitungen gegeben, dann entspringt aus jedem Punkt z € RF eine
durch Gleichung 3.1.7 definierte Gerade in den (x,¢)-Raum auf der d,¢ = 0,¢0 gilt. Da
die partiellen Ableitungen gleichméfig beschrankt sind, existiert eine Zeit T, fiir die diese
Geraden die komplette Hyperplatte R* x (=T, T') injektiv fiillen. Wir ordnen ¢ im Punkt
(x,t) dem Wert zu, den ¢, in dem Punkt hat, der durch die Gerade mit (x,t) verbunden
ist. Somit 16st ¢ Gleichung 3.1.4 und ¢(z,t) = const ist eine charakteristische Fléche.

Der charakteristische Kegel stellt eine besondere charakteristische Fléche dar. Sei o(w)
ein Eigenwert von Y-, w;A;, p(w) = 0pmaes(—w) und w durchlaufe alle Einheitsvektoren.
Dann ist der charakteristische Kegel im Ursprung definiert durch die in Gleichung 3.1.7
beschriebenen Geraden in Richtung —d,0(w). Besonders interessant ist der charakteri-
stische Kegel zum grofiten Eigenwert. Sei H der Schnitt dieses Kegels mit der ¢ = 1
Hyperebene, was sich durch

H = {(0sp(w), 1) € R*!||w| = 1} (3.1.8)

darstellen 14sst. 0,4, () ist eine positiv homogene Funktion ersten Grades und nach Ko-
rollar 2.22 subadditiv, also sublinear. Somit ist auch p sublinear und fiir A~ > 0 gilt

p(w + h§) < p(w) + hp(E). (3.1.9)
Somit folgt fiir p(w + 7€)
d
dp(w—l—Tf‘ Z@perTf)M Z(?p

Andererseits gilt mit Ungleichung 3.1.9

d . p(w+ (T +h)§) — p(w +7E)
%p(w T 7_f)’T:O - }17,11)1(1) h 7=0
h _
< lim plw+78) + p}gf) plw + 78) Rt
Zusammen erhalten wir
> dip(w)&; < p(8). (3.1.10)
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3 FEigenschaften hyperbolischer Differentialgleichungen

Die Stiitzfunktion von H ist gegeben durch

su(§) = max €.

Nach der Definition des charakteristischen Kegels 3.1.8 folgt somit sy (§) < p(§). Fur
jeden Punkt x € H existiert somit eine Hyperebene, sodass sich H komplett auf einer
Seite davon befindet. Nach Gleichung 3.1.5 gilt fiir w = £ Gleichheit in 3.1.10 und wir
erhalten

SH(&) = p<€) = O-maac(_g)'

Es existiert also ein Punkt 0,p(¢), der auf der Hyperebene liegt. Sie ist somit eine Stiitz-
hyperebene und H eine konvexe Hyperfliche. H und sein Inneres, bestehend aus

{ror(w), . rpr(w), 1) € R jw| =1, 0 <r <1}

ist eine konvexe Menge. Aus Satz 2.21 wissen wir, dass fiir die Stiitzfunktion sx (€, 1) des
Einflussbereichs des Ursprungs zur Zeit ¢t = 1

sk(&,1) = Omaz(—§) = su(§)

gilt. Wir haben somit folgenden Satz bewiesen.

Satz 3.4

Der Finflussbereich des Ursprungs liegt entweder im oder auf dem Rand des im Ursprung
beginnenden charakteristischen Kegel zum Eigenwert o,q,-

3.2 Energieerhaltung

Analog zu Peter Lax [5, Kap. 3.6] wollen wir nun untersuchen, wie sich die Energie eines
hyperbolischen Systems mit fortschreitender Zeit verhalt. Sei dazu unser System durch

Uy — ZAiuxi =u —Gu=0 (3.2.1)

mit reellen, symmetrischen Matrizen A; gegeben. Dann gilt folgender Satz.

Satz 3.5 [Energieerhaltung

Die Energie einer Losung von Gleichung 3.2.1 mit kompaktem Triger, definiert durch

B() = (o) = [ a0 do.

ist zeitunabhdangig.
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3 FEigenschaften hyperbolischer Differentialgleichungen

Beweis

Sei (u,w) das Lg-Skalarprodukt von w und w, so kann die Energie als £ = (u,u) ge-
schrieben werden. Aus Gleichung 2.1.3 ist bekannt, dass fiir die Fouriertransformation
von u(x,t)

A& 1) = €a(g, 0) = e 2 a(€, 0)

gilt, weil Differentiation unter Fouriertransformation in Multiplikation mit £ tibergeht.
A ist reell und symmetrisch, was zu

(e, HI” = (e Zesha(e, 0), e Zeshia(e, 0)
= <6it DGk (it ), EiAi)Ta(fa O)? a(€7 O)>
= <€itzi éiAi*itZi&Aiﬂ/(ga 0)7 a(gv 0)> = Hﬂ’(gﬂ 0)||27

fithrt. Da die Lo-Norm unter Fouriertransformation erhalten bleibt, folgt

lu(, )1 = llu(z, 0)|I*.
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4 Symmetrische hyperbolische
Gleichungen

Im bisherigen Teil wurden nur Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten un-
tersucht. Dies wollen wir nun dndern und folgen dabei den Uberlegungen von Fritz
John [4, Kap 5.3]. Sei unser Gleichungssystem fiir die N-komponentige Vektorfunktion
u=u(z,t) =u(xy,...,z,,t) durch

Lu = Az, t)0u+ Y Ap(z,t)0p,u+ Bz, t)u = w(z, t) (4.0.1a)
k=1

mit reellen N x N Matrizen A, Aq,..., A,, B und der N-komponentigen Vektorfunktion
w gegeben. Fiir auf der ¢t = 0 Hyperebene vorgegebene Anfangsdaten kann dies durch
Substitution in v und w zur Anfangsbedingung

u(z,0) =0 (4.0.1b)

iiberfiihrt werden. Ein solches System heif3t symmetrisch hyperbolisch, wenn die Matrizen
A, Ayq, ..., A, fir alle Punkte (x,t) symmetrisch sind und A fir alle Punkte (x,t) positiv
definit ist.

Sei (z,t) fest und € € R™ beliebig. Da A positiv definit ist, existiert ihr Inverses A~
weshalb wir unser System zu

A Lu =0+ Gu=0u+ A~ Z A0y v + A'Bu=0
k=1

umformen kénnen. Somit ist Go(£) = A~ 7, A&, und fiir einen Eigenwert A(:€) von
G(i€) zum normierten Eigenvektor v gilt

Mi&)y = G(i)yv = A Ayigv + A" By =iA™" > A& + A Bu.
k=1 k=1

Wir multiplizieren mit A, bilden das Skalarprodukt und erhalten
i) (v, Av) = (v, AN(i&)v) = i Y _ & (v, Axv) + (v, Bu).
k=1
Alle Ay, und A sind reelle, symmetrische Matrizen, weshalb (v, Ayv) = (Agv, v) folgt. Im

Allgemeinen gilt fiir das Skalarprodukt (v, w) = (w,v), was Im(v, Av) = Im(v, Axr) =0
und

[Re A(i€) (v, Av)| = (v, Bv)|
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4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

ergibt. Da A positiv definit und |v| = 1 ist, existiert eine Konstante ¢ > 0 mit (v, Av) > ¢

und mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

[Re A(i€) (v, Av)|
(v, Av)

, 1 1 1 1
[Re A(i€)] = < 1 By)| < - vl 1Bo] < - [1B] |ol = - | B] < const.

(4.0.2)

Das zu Gleichung 4.0.1a gehorende charakteristische Polynom erfiillt somit Bedingung (ii)
von Definition 2.13 und offensichtlich auch Anforderung (i). Die Differentialgleichung ist
also fur alle (z,t) auch im vorherigem Sinne hyperbolisch.

Diese Systeme sind deshalb von grofler Bedeutung, weil viele hyperbolische Probleme
in ein symmetrisches System iiberfiihrt werden konnen. Betrachten wir beispielsweise die
skalare hyperbolische Differentialgleichung

n

Z ik (2, ) Vg, + Zb x, t)vz; + c(z, t)v, + d(z, t)v, (4.0.3)

i,k=1 i=1

wobei die Koeffizienten a;;, eine positiv definite symmetrische Matrix bilden. Fiir

Ul = Vgyy  ovv y Up = Vg, Uppl =V Upgo =V
genigt
Az, 6)0u+ Y Az, )0y u + Bz, t)u = w(z, t)
k=1
mit
i Q1.n ay i
: 0 0 0
A= Qn,1 QAnn ;A= -— Qp, | , w=0
0 10 Qg1 .. OQgn 0 0
0 1 0 0 O
und
0 0 O
B=-—
by b, ¢ d
0 1 0

der Definition eines symmetrisch hyperbolischen Systems. Aulerdem fithrt es zu den n+2
Gleichungen

n n
> a0 — Y a0 ting1 = 0,

n n
Ot 41 — Z ak,iazkui - Z biu; — Clpyr — duyn =0,

k,i=1

atunJrQ — Un+1 = 07
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4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

mit 7 = 1,...,n, welche der Differentialgleichung 4.0.3 entsprechen.

Wir werden nun untersuchen, ob das symmetrisch hyperbolische Anfangswertproblem
4.0.1a,b gelost werden kann. Dabei werden wir die Methode der finiten Differenzen an-
wenden.

Seien dazu h,k,T > 0 zunichst fest gegeben und & = (aq,...,®,) ein Multiindex,
wobei die Tilde signalisiert, dass die Komponenten a; auch negativ sein konnen. Wir
unterteilen R"™ x (0,7") in das Gitter

M= {(z,t) € R"“\a: = ah,t =mk,0 < m < T/k}
und definieren die Operatoren E;, Fy fir 1 < j <n durch
Eu(xy, ..., xn,t) = w2y, ..., 2521, 25 + h,xjpq, ..., Ty, t),
Eou(xy, ..., 20, t) = u(xy, ..., 20, t + k).
Offensichtlich ist fiir 1 < j < n der zu £ inverse Operator durch
Ej_lu(xl, o Ty t) =w(x, ., T, — R T, e, T, )

gegeben. Auflerdem definieren wir Differenzenquotienten durch

—1 . .
—_ fir 1 <j <n,

Ey—1
0o = .
’ k
Naheliegend wére nun die Ableitungen in Gleichung 4.0.1a durch diese einseitigen Dif-
ferenzenquotienten zu ersetzen. Um Stabilitdt gewéhrleisten zu koénnen, ist jedoch der

Umweg iiber die zentralen Differenzenquotienten nétig. Sei A(x,t) definiert durch

Az, t) = ;A(x,t) (E - ;n Enj (B; + Ej—l)) n ;h En:Aj(x,t) (B, - B;") + B(a.1)

J=1 J=1

und gelte

Jj=1

1 1 & _ 1 & _
Av:kA(Eo—%Z(Ej—{—Ejl))v+2hjz::1Aj<Ej—Ejl)v—l—Bv:w (4.0.4a)

fir alle (z,t), fir die (z,t) und (x,t + k) in M liegen. Nach Voraussetzung ist A positiv
definit, somit invertierbar und wir erhalten
v(x, t+ k) = Egv(x,t)
_ 1 & _ 1 & _
— kAT (w—thAj(Ej—Ejl)v—Bv) +oo (B + E; ') v.

J=1

Wir haben somit eine Rekursionsformel gefunden, mit der v(z, ¢+ k) mit Hilfe von w(x, t)
und v(y,t), wobei |z; —y;| < h fir ¢ = 1,...,n gilt, ausgedriickt werden kann. Fiir
gegebenes w(x,t) und die Anfangsbedingung

v(z,0) =0 (4.0.4b)

29



4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

existiert daher eine eindeutige Losung v(x,t) des Anfangswertproblems 4.0.4a,b in M und
v(x,t) ist durch w und v bereits an den Punkten (y, s) bestimmt, fir die

h
yi—m < (t=s)  0<s<tVi=1...n (4.0.5)

gilt. Der Abhéngigkeitsbereich von v(x,t) beziiglich w ist somit eine Pyramide mit Spitze
(x,t). Hat w(y, s) kompakten Tréger in y fir alle Zeiten s, so hat auch v(z,t) kompakten
Trager in z fiir alle Zeiten ¢.

Wir wollen nun zeigen, dass v fur h,k — 0 eine Funktion u approximiert, die das
Anfangswertproblem 4.0.1a,b 16st. Seien dazu die Matrizen A, A4, ..., A,, B sowie deren
Ableitungen stetig und gleichméBig beschriankt in R™ x (0,7") und A gleichméfig positiv
definit, das heifit es existiert eine Konstante p > 0, sodass

v Az, t)y > 'y

fur beliebige Vektoren v und alle (z,t) € R" x (0,7 gilt. Aus Gleichung 4.0.4a erhalten
wir

ABgw =" (a;B; + b;E; ") v — kBv + kw (4.0.6)
j=1
mit a; = A — 2-A; und b; = -A + 5-A;. Da A gleichméiBig positiv definit ist und
Ay, ..., A, gleichmaBig beschréinkt smd ex1stlert eine Konstante A > 0, sodass fiir k = Ah
auch die Matrizen ay, ..., a, und by, ... b, fur alle (x,t) € R™ x (0,T) positiv definit sind.
Nach der Cholesky-Zerlegung existiert fiir eine symmetrische, positiv definite Matrix a
eine Matrix C' mit

a=CTC.
Auflerdem gilt
0<|Cp—Cv>=ptCTCp—2p"CTCv + VT CTCw
und deshalb

2p" a;v < pLaip + vhav,
20T b < pTbip 4+ v b

fir = 1,...,n und beliebige Vektoren p und v. Somit folgt nach Gleichung 4.0.6

2(Eov)" AEgw = 2(Eg)" Y (a;B; + b E;) v — 2k(Eov)” Bv + 2k(Eov)"w
7j=1

EOUTZaj—i—b EmH—ZEv aJEv+Z TbE v
7=1 7j=1 7j=1
— 2k(Eqv)" Bv + 2k(Eov) w

und mit Hilfe von A = 3%, (a; + b;) erhalten wir

(Eov)T AEg ZEU a]Ev+Z v) b B v —2k(Egv)" Bu+2k(Egv) w. (4.0.7)
: ,] 1
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4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

Zudem gilt

(Bjv)" a; (Ejv) = E; (v"aj0) — (Ejv) ;Ejaj — a;) (Ejv) (408
=E; (v ajv) — h(E;v)" (0;a;) (Ejv).

Nach Voraussetzung ist A und somit auch E;A gleichmaflig positiv definit. Auerdem sind
die Ableitungen von a; und deshalb auch die Differenzenquotienten von a; gleichméafliig
beschriankt, wodurch wir Konstanten K und K finden, sodass

(B)" (6j05) (Ejv) < K (Ejv)" (Ejv) < K (Ep)" (B;A) (Bj) = KE; (v Av)
gilt, was durch Kombination mit Gleichung 4.0.8
(Ejv)" a; (Ejv) = E; (v a;v ) +0 (hE ( TAU)) (4.0.9a)

ergibt. Analog folgt

(Ej_lv)Tbj (Ej_lv> =E;! (vajv) +0 (th_l (UTAU)) , (4.0.9b)
2k (Egv)" Bu =0 (k’EO (UTAU) +k (vTAv)) : (4.0.9¢)
2k (Egv)" w = O (kEo (v Av) + k (w” Aw)), (4.0.9d)
Ep (UTAU> = (Eyw)" A(Eqv) + O (/-CEO (UTAU)) . (4.0.9¢)
Zusammengefasst erhalten wir nun aus Gleichungen 4.0.9a,b,c,d,e und 4.0.7
(T av) < 3 (B, (v7ag0) + B (o7b;0)
! § (4.0.10)
+ O ((k (Eo+1) Z (Ej + EJ_I)) (’UTAU) + k:wTAw) )
Sei die Energiesumme 7 durch
n(t) ="y (v" Av) (&h,t) = A" > Ea (v Av) (0,1) (4.0.11)
und ¢ analog dazu durch
C(t) :==h"Y (w” Aw) (ah,t) = A" > Ea (w” Aw) (0, 1) (4.0.12)

bestimmt. Hierbei wird tiber alle Vielfachen von A summiert, wodurch E; (UTA1)> und

E! (UTAU) durch v Av ersetzt werden kénnen. Somit folgt nach Gleichung 4.0.10

n(t+k)=hn" Z Ey (UTAU> (ah,t)

< (t) + O (kn(t + k) + hn(t) + kn(t) + k¢(t))
< n(t) + K (kn(t + k) + (b + k)n(t) + k((1))
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4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

mit einer Konstante K > 0. Wir lassen £ = Ah so klein werden, dass Kk < % gilt. Dann
existiert nach Lemma C.1 eine Konstante C, sodass

Kk

n(t+k) < T Kk

g, (I Kk 1) a(t) + C(t)

< e“Fn(t) + vk¢(1)

mit v = 2K folgt. Wir haben somit eine Rekursionsformel fiir 7(t) gefunden. Durch die
Anfangsbedingung 4.0.1b gilt 7(0) = 0 und wir kénnen die Energie zur Zeit t = mk < T
durch

n(t) < kv mz—:l "Rt — (v 4 1)k) < kye®T i C(vk) (4.0.13)

abschétzen. Sei die Norm ||v|| des Vektors v(z,t) durch

Jv]]? = h"k > (TAU) (z,t) =k > n(mk),

(z,t)eM 0<m<Z

definiert, so folgt fur w(z,t)

> =1k > (whAw) (@, t) =k Y ((mk).

(zt)eM 0<m<ZI
Ungleichung 4.0.13 liefert somit direkt

WP =k S nmk) < T 33 k)

0smsi Osmsg v=0 (4.0.14)
<ATe Tk D C(wk) =TT w|* = yTe || Av|%.

T
o<v<Z

Wir wollen nun auch die Ableitungen von v abschétzen, wozu wir jedoch erst folgende
Gleichungen benétigen. Fir j = 1,...,n gelten

5(60) = 3 (Bs0) (By) — 6 (Bpu)) + 1 (6 (Ee) — 60)
= (0;0) (Ey) + ¢ (;¢),

n

1 1 o 1 = —1
k (Eo—%Z(EjJFEj )> =0 Sk (_2n+Z(Ej+Ej ))

= =
— 5y — 2:”%; (B, + B ' — BB — 1)
— 5o 271]%2: (B 1) (B = 1))
= 6y — 2711%2: (B = 1)),
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4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

o (B 57) = 5 (B - B + B 1)
= 21h (B, —1) (B +1)
;(Egl +1)6;
Hieraus folgt
Av=A (50 - 2; fj (B - 1)5])) v+ ; fj (Aj(E;" +1)0) v+ Bo=w (4.0.15)
j=1 =
und
Ad,v =6, (Av) — (6, A) (Epv) =
= 0w = (6:4) (50 - inAZ (5" = 1)5].)) (E,v)

= 57~U) + OofsoEr’U + Z OjEj_l(sjET’U + Z Cn+j5jET’lJ + Z Ogn_HETU
j=1

j=1 j=1

mit gewissen Matrizen C;. Nach Voraussetzung sind A, A;,..., A,, B und deren Ablei-
tungen gleichmafBig beschrankt, wodurch auch alle Cy,...,C5, 1 ebenfalls gleichmafig
beschriankt sind. Wir finden also ein Konstanten ¢ und ¢, sodass

J=1 Jj=1

[AGv]* < [l6w]* + ¢ (H%EWHQ + 2 B 8 Epol* + 3 110, Bl + HErvHQ>

< llgw]]* + ¢ (\!5ov!|2 + 2 llool® + HvHQ)

j=1
gilt. Aulerdem ist A invertierbar, wodurch wir nach Gleichung 4.0.15 auf
2

160v]|* =
j=1 j=1

A (w — Bu— ; fj (4,0 + Ej—l)aj)) v+ inA > (BT =1)d;) v

<é (||w||2 +l*+ 32 ||5jv\|2)

j=1
(4.0.16)

kommen, was uns schliellich zu

IAGv]* < ¢ <||w||2 vl + Nowl* + > ||5jv||2) (4.0.17)

j=1
fithrt. Wir substituieren v durch ¢,v in Gleichung 4.0.14 und erhalten
16:0]* < AT AGv[* < eyTe” (HwH2 + 0wl + > HéijZ)

Jj=1
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4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

mit einer Konstante c. Hieraus folgt

S 5,0 = O <|!w|!2 oy Héer2>
r=1 r=1

und somit auch

[Ad]2 = O (\Iw\l2 iy \|5rw|!2>
r=1

fir ¢ = 1,...,n, vorausgesetzt T ist klein genug. Wiederholtes Anwenden dieser Berech-
nungen fithrt uns schliellich zu

> o|* =0 (Z ||5a10||2) :
|a|<s la|<s

und folglich auch

|Asv |2 = O (Z Ha%n?) (4.0.18)

|BI<s

fir |a| <'s, wobei §* = (0;)*" - ... (0,)"" darstellt. Ungleichung 4.0.13 liefert zusammen
mit den Definitionen 4.0.11 und 4.0.12 von 7(t) beziehungsweise ((t)

h™ Z <UTAU) (ah,t) =n(t) < kve®" > ((vk)

0<v<m

= kh"yeT Y Z( TAw) (ah, vk)

o<v<m &
< kh”veCT Z > ( TAw) (ah, vk)
<T@
= WCTIIUJII2 = 7e“T | Av|)?
fir 0 <t =mk <T. Wir substituieren v durch v und erhalten

Y (5%0)" A (8™) (@h, t) = O (||A50]*)

was mit Hilfe von Gleichung 4.0.18 zu
WS (6%0)" A (6%0) (ah,t) ( 3 |;5ﬁw|12> (4.0.19)
a 18I<s

fithrt. Wir wollen diese Einschrankungen nun auf punktweise Abschatzungen prazisie-
ren. Sei dazu g(x) eine skalare Funktion mit eindimensionalem Argument z und r € Ny

gegeben. Mit dg(y) = M gilt
r—1
glx) = g(x+rh) = > (g(x +vh+1) — g(x + vh))
v=0

r—1

=g(x+7rh)—h Z: dg(x + vh).
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Hieraus folgt

P(2) < 20%(x + ) + 12 S (89)° (& + vh)

v=0
und fir p e N

p—1

pg*(x) = Z <22g x +rh) —|—h22 Zég (x + vh)

r=0 r=0 v=0

<2 Z gQ(x—f—rh)thQiT i (5g)2(x—|—yh)

r=—00 r=0 v=—o0

<2 i g*(z +rh) + h?p? i (69)% (z +rh).

r=—00 r=—00

Sei p bestimmt durch + <p < + +1 und h < v/2 -1, so folgt p?h* < 2 und deshalb auch

e <2 S (¢ (69 b
< 2h Z (g + (d9) )($+rh).

Angenommen, z ist ein Vielfaches von h, so lasst es sich aufgrund der Summation iiber
alle r € Z durch 0 ersetzen, weshalb

) < 2h Z (¢* + (59)) (rh)

r=—00

gilt. Analog erhélt man fir eine Funktion g(x1, z5)

g* (w1, 29) < 2h i (92 + (519)2> (rih, z5)

r1=—00
0o

<@2n)? Y (P4 (619)° + (529)° + (61029)) (rih, 73h)

r1,72=—00
und induktiv fiir beliebiges x = yh € R”

P@) < 2" Y (5%9)" (Bh).

g lal<n

[o}}

Somit gilt dies auch fiir alle Komponenten von 6*v einer Losung v des Anfangswertpro-
blems 4.0.4a,b in M und wir erhalten nach Gleichung 4.0.19

6%u(z, ) = O ( ¥ ||5ﬁw||2> , (4.0.20)

1B<|e|+n
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vorausgesetzt T ist klein genug. Fiir den N-komponentigen Vektor w folgt

0%w])? = hmk Y- (o7 ) A(6%w) (x,1)

(z,t)eM

—0 (h”k: > (5w) (5w) (x,t)) (4.0.21)

(z,t)eM
_(’)(h"k Z Z( wrxt>2)
(z,t)eM r=1

und fiir jede Komponente gilt nach Mittelwertsatz

< <
i, 9y, wr(y, ) < Ogwn (@, 1) < | max, 0y, wr(y,¢).

Durch wiederholtes Anwenden dieses Satzes kommen wir zu

min  Oyw,(y,t) < 0%w,(r,t) < max Ofw,(y,t
ly—z|<sh (y ) ( ) ly—z|<sh (y )

fiir o <'s. Fir w € C° ist djw,(y,t) stetig und es existiert ein y im Ball |y — x| < sh,
sodass

Oy wy(y,t) = 0%w,(x,1)

gilt. Somit entspricht

h"k Z ( wrmt)Z

(z,t)eM

der Riemann-Summe von

/ <8fwr(x, t))2 dxdt.
R™x(0,T)

Fir h — 0 erhalten wir durch Gleichungen 4.0.20 und 4.0.21

16%(z,t)|> = O ( Z

|8|<|al+n /R™x(0,T)

w(z, zf)’2 d:vdt)

und nach Ungleichung 4.0.16

!665“v<:c,t>|2=0( >
18| <|o|+n-+i 7 R™x(0,T))

fir alle (z,t) € M. Sei w(z,t) € C"T?(R" x (0,T)) mit kompaktem Triger in z, dann sind
nach Gleichung 4.0.22 v(z, t) und alle Differenzenquotienten von v(z, t) bis zur Ordnung 2
von h unabhéngig, also gleichméfig beschrankt auf M, wodurch v(z,t) und alle einfachen
Differenzenquotienten Lipschitz-stetig mit einer von h unabhéngigen Lipschitz-Konstante
sind. Somit lasst sich M verfeinern. Sei dazu M, fiir ¢ € N definiert durch

w(x,t) ‘2 dxdt) (4.0.22)

M, = {(‘T7t> € M‘h =279 k= >\2—q}
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4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

und v?(z,t) die Lésung von 4.0.4a,b auf M,. Als abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Men-
gen ist o = U, M, wieder abzahlbar. Auflerdem ist die Folge der Mengen M, monoton
steigend, sodass v?(z, t) fir alle (z,t) € M, mit ¢’ < g definiert ist. Ebenso sind die Funk-
tionen 6{0“v auf allen Mengen M, gegeben, wobei die Differenzenquotienten beziiglich
M, bestimmt wurden. Fir |o| + ¢ < 2 sind §0*v gleichméafBig beschrankt auf M. Somit
existiert zu jedem Punkt (z,t) € o eine Teilfolge S natiirlicher Zahlen fir die

: 1 S, q I Ne
}Jlelgl 9o v (z,t) = u"(x,t)

q—0o0

fir |a| +¢ < 1 existiert und u>*(x,t) ist ebenso Lipschitz-stetig und gleichméfig be-
schrinkt. Da o dicht in R™ x (0, T') liegt, lasst sich u>*(z,t) auf ganz R" x (0, T') erweitern,
ohne die Lipschitz-Stetigkeit oder die gleichméaflige Beschréanktheit zu verlieren.

Wir wollen nun untersuchen, ob fir ¢ — oo, |a| +7 < 1 und u = u*? das System
Av? = w tatséchlich in Lu = w und u*® in 9;0%u iibergeht. Es gelten

(E;' = 1)60" = —E; 12795701
und
(B! +1)d07 = (26; — E;'27952) o,

wodurch wir aus Gleichung 4.0.15

R n 1
Aot = A (0 5 B2 |0t 3 (A0 — 12700 ) ot + Bt = w
2nA 5 = 2

erhalten, was flir ¢ — oo in Lu = w iibergeht, da 5]2-1;‘1 gleichmaflig beschrankt ist.

Um zu zeigen, dass u>*(x,t) in 0;0%u(x,t) ibergeht, seien (z,t) und (x,t+c) aus o, wobei
¢ einem Vielfachen von k entspricht. Dann existiert ein ¢/, sodass fiir alle ¢ mit ¢ > ¢
(x,t) und (x,t + ¢) in M, enthalten sind. Auflerdem gibt es zu jedem € > 0 ein ¢ > ¢/,
sodass fur alle ¢ mit ¢ > ¢”

lu(x,t) —vi(x,t)] <e  und lu(z,t 4+ ¢) —vi(z,t+ )| <e

gilt, wodurch

< — 4.0.23
: (40.23)

uw(x,t+c) —u(x,t)  vi(z,t+c)—vi(z,t)| 2
c c
hervorgeht. Zudem erhalten wir fiir ¢ = mk

vi(x,t+c) —vi(x,t)
c

m—1 ,.q '
— Gov(z, t>‘ - |3 Uk;)g VLR _ (e, t>’
m

<m2—:1 dov?(z,t + Vk’)) — dpv¥(x, t)‘

1
m
kel vl(x,t+ vk) — vi(x,t)
; |

> 5ty




4 Symmetrische hyperbolische Gleichungen

| B R e ot D) )
m =0 o k
k m—1v—1

= |— Sovd(z,t + k)
mo, ©n=0

< kmM =cM

mit einer Konstante M, da d3v? gleichméflig beschrénkt ist. Hieraus folgt mit Hilfe von
Ungleichung 4.0.23

u(x,t+c) —u
c

t 2
(#.6) _ 60vq(:v,t)| <=M
c
Wir bilden zunichst den Grenzwert ¢ — oo, wodurch v? in u®? {ibergeht und e beliebig
klein gewahlt werden kann, weshalb wir

u(z, t+c¢) —u(zx, t)

— w0 (2, t)| < M (4.0.24)

fir (x,t) und (z,t + ¢) € o bekommen. Fiir |a| +¢ < 1 sind u und u>* Lipschitz-stetig,
wodurch Ungleichung 4.0.24 auch fir alle (z,t), (z,t 4+ ¢) € R" x (0,7") gilt. Wir kénnen
somit auch ¢ — 0 laufen lassen und erhalten

‘&u(x,t) - u170(:1:,t)’ =0.

Fiir ¢ — oo geht u!'"? also tatséchlich in dyu iiber. Analog konvergiert u®® gegen 0% fiir
|a| = 1. Wir haben somit folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.1

Fiir ein geeignet kleines T und 0 < t < T existiert eine eindeutige Losung u(x,t) des
Anfangswertproblems 4.0.1a,b, vorausgesetzt w(x,t) ist n + 2 mal stetig differenzierbar
auf R" x (0,T) und hat einen kompakten Trager in x.

Da v in u tbergeht und sich der Einfluss von v nach Ungleichung 4.0.5 mit endlicher
Geschwindigkeit % = % = const > 0 ausbreitet, besitzt auch u eine endliche Ausbrei-

tungsgeschwindigkeit.
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5 Die Wellengleichung

Die Wellengleichung u,, — c?Au = 0 gilt als Paradebeispiel einer hyperbolischen Differen-
tialgleichung und findet sich in vielen physikalischen Systemen wieder. Um zu verstehen,
wieso sie so hdaufig vorkommt, untersuchen wir, wie sich eine Auslenkung in einem Medium
verhalt, wobei wir zunichst wie Lawrence Evans [1, Kap. 2.4] vorgehen.

Sei u(z,t) die Auslenkung aus der Ruhelage in eine beliebige Richtung im Punkt z zur
Zeit t. Dann ist die Beschleunigung einer beliebigen Teilmenge V' des Mediums durch

8tt/ u(z,t) de = / u(x,t) do
v 1%

und die auf die Teilmenge von auflen wirkende Gesamtkraft durch

/ —F(x,t)v dS
av

gegeben, wobei F(z,t) der punktuellen Kraft in (z,¢) und v dem nach auflen gerichte-
ten Normalenvektor des Oberflichenstiicks dS von V' entspricht. Fiir konstante Dichte
m(z,t) = m des Mediums erhalten wir nach Newtons zweitem Gesetz und Gaufischem
Integralsatz

m/ u(x,t) do :/ —F(z,t)v dS:/ —div F(z,t) dx,
1% v

\%4

wodurch wir
m uy(z,t) = —div F(x,t) (5.0.1)

bekommen, da V ein beliebiger Teil des Mediums ist. Um diese Kraft zu berechnen,
betrachten wir, analog zu Christian Gerthsen [3, S. 101 f.], eine kleine eindimensionale
Verschiebung du(x,t) eines elastischen Mediums in z;-Richtung. Fir einen Quader V' =
Al, wobei [ die Lange parallel und A die Querschnittsfliche senkrecht zu z; darstellt, folgt
somit, eine Volumen- und Druckanderung. Wir erhalten das neue Volumen durch

VeV dv = Al a2 g
dl’l
Mit Hilfe der Kompressibilitit x, welche durch
__ldv
V dp
definiert ist, folgt fiir die Druckédnderung
1 1 Adu(z,t)
dp = ——dV = ——— d
p kV kV  dr o
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5 Die Wellengleichung

Fur kleine Auslenkungen kann die z-Komponente der Kraft, fiir die F; = pA gilt, somit
durch

du(zx,t)
d.f(]l

Fi(z,t) = —const

beschrieben werden, was fiir den dreidimensionale Fall zu
F(z,t) = —a gradu(z,1)
verallgemeinert werden kann. Hieraus und durch Gleichung 5.0.1 gilt
Uy — FAu =0

mit einer Konstante c.
Die dreidimensionale Wellengleichung beschreibt somit die Vibration eines elastischen
Korpers, der zweidimensionale Fall eine Membran und eindimensional eine Saite.

Ein weiteres Beispiel sind die Mazwellgleichungen im Vakuum, gegeben durch

divE =0 divB =0 (5.0.2a)
rot £ = —0,B rot B = 11p€00: E, (5.0.2b)

wobei E die elektrische Feldstirke, B die magnetische Flussdichte und pg, €9 die Permea-
bilitat beziehungsweise Permittivitdt des Vakuums darstellen. Wir berechnen

1
Ho€o

1
= ———rot (rot F)
Ho€o

= LAE b grad (div E)

Ho€o Ho€o

1
= —AF
Ho€o

8ttE = 825 rot B

und analog
1
8ttB — 7AB
Ho€o

Elektromagnetische Signale unterliegen somit auch der Wellengleichung. Eine zweimal
differenzierbare Funktion F(x,t) = Af(kx — ct) mit konstanten Vektoren A,k € R3
k> =1und ¢ = #01—60 16st diese Differentialgleichung. Somit folgt

E = Eyfg(kz — ct),
B = Byfp(kx — ct)

und durch Gleichung 5.0.2a

k- Eofp(kx — ct)

0,
k- Byfp(kz —ct) = 0.
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5 Die Wellengleichung

Beide Felder stehen also senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Mit 5.0.2b sehen wir, dass
fir alle z, ¢

kx Eyfp(kx —ct) =rot E = —0,B = ¢By f(kx — ct)

gilt. £, B und k stehen somit orthogonal zueinander und fj, entspricht fj. Betrachten
wir eine sinusférmige Anregung, beispielsweise durch eine Sendeantenne, so erhalten wir
ein in Phase schwingendes System

E = Eysin(kz — ct),
B = Bysin(kx — ct),

dessen E- und B-Feld orthogonal zueinander und zur Ausbreitungsrichtung k& schwingen.
(siche Abbildung 5.1)

E

Abbildung 5.1: Die elektrische Feldstérke F, die magnetische Flussdichte B und die Aus-
breitungsrichtung £ einer Elektromagnetischen Welle stehen orthogonal
zueinander.

5.1 Eigenschaften der Wellengleichung

Wir wollen nun die zuvor untersuchten Eigenschaften hyperbolischer Gleichungen anhand
der Wellengleichung verifizieren. Zunéchst tiberpriifen wir, ob sie tatsachlich hyperbolisch

ist. Fur
U 0 1
U= <ut> ) G(aﬂﬂ) - <02A 0)

’Ut—G'U:O

entspricht

der Wellengleichung

Uy — EAu = 0.
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5 Die Wellengleichung

Daher empfiehlt es sich, Anfangsdaten fiir v und u; also ganz v vorzugeben. Die Eigenwerte
o(i€) von G(i&) entsprechen den Nullstellen des charakteristischen Polynoms

%+ €,

dessen Grad in 7 dem in ¢ entspricht und somit Eigenschaft (i) in Satz 2.6 erfillt. Fur
¢ € R™ sind die Eigenwerte folglich durch

A+ (i) = icl]

gegeben und erfiillen auch Eigenschaft (ii) in Satz 2.6. Sie ist also hyperbolisch. Aulerdem
entspricht G(§) dem Hauptteil Gy(&), dessen Eigenwerte

0+(€) = £clg|

fiir reelle € ebenso reell und fir £ # 0 paarweise verschieden sind. Die Wellengleichung ist
somit strikt hyperbolisch. Wir wollen nun Eigenschaften (1), (3) und (4) aus Kapitel 2.1
iiberpriifen.

(4) Eine Losung u(x,t) der Wellengleichung wird in (xg,¢y) nur von Punkten des cha-
rakteristischen Kegels

C={(z.t) eR™| 0 <t <ty |wo— x| <clto — 1)}

beeinflusst, denn angenommen, v und wu; verschwinden auf B(x, cty), so ist u = 0
in ganz C' (vgl. Abbildung 5.2).

t (w0, 10)

V7S

Abbildung 5.2: Der charakteristische Kegel C' in (zg, o) entspricht dem Abhéngigkeitsbe-
reich von (zg,%p).?

2Die Abbildung ist Lawrence Evans Graphik [1, Kap. 2.4.3b] nachempfunden.
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5 Die Wellengleichung

Beweis
Die Beweisidee hierzu kommt von Lawrence C. Evans [1, Kap. 2.4.3b]. Sei die Energie
e(t) durch

1

e(t) = / ul(x,t) + | grad u(z, t)|* do
2 B(xo,toft)

definiert, so folgt per partieller Integration

Oe(t) = / wuy + ¢ (gradw)” grad v, de
B(Io,toft)

1
— / ui(z,t) + | grad u(w, t)|* dS(z)
2 OB (z0,to—t)
— / Uy (utt - czAu) dx —/ Au(x,t) n gradu(z,t) dS(z)
B(zo,to—t) OB(zo,to—t)
1

— / ul(x,t) + | grad u(z, t)|* dS(z)
2 BB(Io,toft)

1 1
= —/ Aug(x,t) n gradu(z,t) — —ul(z,t) — =c?| grad u(z, t)|* dS(x)
0B (zo,to—t) 2 2

mit n, dem Einheitsnormalenvektor zu dS(y). Aulerdem gilt

1 1
’C2ut($,t> n gradu(a:,t)‘ < ug(z, t)] ’cZ gradu(:c,t)’ < iuf(a:,t) + 502 lgrad u(z, t)|?

und somit de(t) < 0, weshalb wir e(t) < e(0) = 0 erhalten, weil v und u; in
B(xo, cto) verschwinden. Folglich ist u; = | grad u| = 0 in B(xg, ¢(to—t)) und deshalb
u konstant in C. Da u = 0 in B(xo, ctg) vorgegeben ist, folgt u =0 in ganz C. [

Eine Storung aufierhalb von B(zo, cty) wird also die Losung innerhalb C' nicht beein-
flussen, was bedeutet, dass die Wellengleichung eine endliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit besitzt.

Der Einflussbereich eines Punktes (zg, to) ist folglich durch den nach oben geoft-
neten Kegel

{(@.t) e R tg <, |z — 2] < et — 1)}
gegeben.

Angenommen, u(x,t) und p(z,t) 16sen die Wellengleichung, so wird diese auch durch
v(z,t) = u(x,t) + p(z,t) gelost, denn es gilt

v(x,t) — Av(z,t) = un(z,t) — Au(z, t) + pu(z, t) — Ap(z, t) = 0.

Die Uberlagerung zweier Wellen stellt also wieder eine Welle dar, das heift es gilt
das Superpositionsprinzip.
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5 Die Wellengleichung

(1) Analog zu Lawrence Evans [1, Kap. 2.4.3a] sei u eine Losung des allgemeinen An-
fangswertproblems

—Au=f in R" x (0, 00),
u=g auf R" x {t =0},
u =nh auf R" x {t = 0},

wobei die Anfangsdaten einen kompakten Trager besitzen. Angenommen, @ 16st
ebenfalls dieses Problem, dann gilt fir w = u — @ nach Eigenschaft (3)

wy — Aw =0 in R" x (0, 00),
w=0 auf R" x {t = 0},
wy =0 auf R" x {t = 0}.

Fir die Energie e(t), definiert durch
1
e(t) = 2/ w?(z,t) + | grad w(z, t)|? de,
folgt mittels partieller Integration

Oe(t) :/ WeWy + gradw) grad w; dx

n

wy (wy — Aw) dz
Rn

I
=

9

denn die Randterme verschwinden, da w aufgrund von Eigenschaft (4) einen kom-
pakten Trager besitzt.

Wir haben somit bewiesen, dass fiir die homogene Wellengleichung Energieerhal-
tung gilt.

Mit den Anfangsdaten w(z,0) = w(z,0) = 0 folgt

e(t) =e(0) =0,

weshalb w; und grad w(z,t) verschwinden und w(z,t) konstant ist. Durch die An-
fangsbedingung ist w(x,0) = 0 und somit auch fir alle Zeiten ¢. Die Losung des
Anfangswertproblems ist also eindeutig.

(2) Die Regularitit der Losungen werden in Kapitel 5.2.2 anhand ihrer expliziten Dar-
stellungen 5.2.7, 5.2.16, 5.2.18 und 5.2.21 untersucht.

Kommen wir nun zu den Charakteristiken der Wellengleichung. Die Hyperebene s normal
zu v = (7,&) durch den Ursprung ist durch

s(t,z) =tr+2£=0
gegeben. Fiir den Vektor p = (— ) gilt

vp = _ng + x& = 0.
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5 Die Wellengleichung

p liegt also parallel zu s. Wir driicken die Wellengleichung durch die neuen Koordinaten
s und p aus. Zunachst gilt

at = Tasa aﬂcz = 5163 + api - gapoa
T

weshalb mit 9, = (9,,,...,0,,)

0=uy — Au

2 2
_ (7 ) o (ag + 5502+ 2000, 25 0.0, - 2§8p06p> u

folgt. Somit ist s fiir 72 = c2¢? charakteristisch. Wir betrachten den charakteristischen
Doppelkegel im Ursprung (siehe Abbildung 5.3) definiert durch

C= {(t,x) € R”H’ r? < c2t2}.

Abbildung 5.3: Der charakteristische Doppelkegel im Ursprung.

Dieser besitzt den Normalenvektor ny = (£c|z|, —z), wobei das Plus fur Zeiten ¢t > 0
und das Minus fiur Zeiten kleiner Null steht, denn fiir einen beliebigen Punkt w € 9C
gilt w = (:I:%,x) und deshalb ny w = 0. w stellt somit einen beliebigen Vektor in
der Hyperebene normal zu n. dar. ny erfiillt auflerdem 72 = c22? = €2, weshalb die
Hyperebene charakteristisch ist. Da w € dC beliebig gewahlt wurde, ist jede tangentiale
Hyperebene an C' charakteristisch und somit 0C' selbst.

Angenommen, u ist eine schwache Losung der Wellengleichung mit unstetiger Ableitung
in der Hyperebene S mit Normalenvektor (7,€¢), die ein Gebiet V' in V; und V, teilt
(sieche Abbildung 5.4) und v eine glatte Funktion mit kompaktem Trager in V. Mittels
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5 Die Wellengleichung

Abbildung 5.4: V wird von S in V; und V, geteilt.P

mehrdimensionaler partieller Integration

/ (Oip) Y dV = | ¢1p n; dS —/ ¢ (0) dV
Vv oV \%

beziehungsweise

/ rw dvz/ (0 06 — 6 D) s ds+/ 6 Db dV
Vv oV Vv
folgt dann

0= [ u(0y — A dxdt

u(Oy — AA)v dadt + / u(9y — A dadt

T

v(0y — AA)u dadt + / v(0y — A A)u drdt

r

I
T——

+ / (nz,o (u Opv — v Oyu) — c* Z N (w00 — v (‘LZU)) dA,;
oV, =1

+ / <nr70 (u Opv — v Ou) — ¢ an- (u Op,v — v amzu)> dA,.
v,

i=1
uy — c2Au verschwindet in beiden Hélften V; und V,. Auflerdem gilt v = 0 auf OV, weshalb
wir

0= / (nl,o (u Oy — v Qyu) — an,i (u Oy, v — v @Clu)) dsS;
S

i=1
+ / (nno (u Opv — v Opu) — ¢ an (u Oy, v — v Gxu)> ds,.
» i=1
erhalten. S; und S, beschreiben die selben Fléachen, lediglich der Normalenvektor ist ent-
gegengesetzt orientiert, wodurch

0= /Sno([u] Oy — v [0a]) — A3 i ([u] Buyv — v [Oyu]) dS

i=1

PDie Graphik ist der von Peter Lax [5, S. 27, Abb. 3.1] nachempfunden.
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5 Die Wellengleichung

folgt, wobei [u] der Differenz von u auf beiden Seiten von S entspricht. Der Normalenvektor
zu S ist durch (7,€) gegeben und analog zu Kapitel 3.1 ist p = (‘Txg,m) parallel zu s.
Auflerdem gilt

Oy = 10, Oy, = 05 + 0, — iiapo,

weshalb wir

0= / 7% ([u] Osv — v [Osu]) — c2zn:5i2 ([u] Osv — v [Osul)
S i=1

=36 (0] 0y =0 By + 32 ([ G = O] 0

_ /S (- i—l(;?g?) ([u] Ov — v [Ou]) dS
e [0 (1 (Sn) oo (- 0) ) o

erhalten. Die Ableitungen in p, also parallel zu s und u sind stetig. Auflerdem ist v eine
beliebige, glatte Funktion mit kompaktem Trager in V', weshalb

(7 =€) (o] =0

folgt. Fiir 72 # €2 gilt O,u; = Osu, und die Ableitung in u hat keinen Sprung in S, was
einen Widerspruch zur Grundannahme darstellt. Somit erfiillt S die Voraussetzung einer
charakteristischen Ebene. Es wurde also bewiesen, dass Spriinge in Ableitungen schwacher
Losungen der Wellengleichung nur an charakteristischen Flachen auftreten kénnen.

Insgesamt konnten wir zeigen, dass die Wellengleichung eine strikt hyperbolische Dif-

ferentialgleichung ist, Eigenschaften (1), (3), (4) und Energieerhaltung erfiillt und haben
die charakteristischen Flachen genauer untersucht.

5.2 Losung der Wellengleichung

Wir wollen nun versuchen, die in Kapitel 5.1 prognostizierte Losung zu finden. Dafiir
untersuchen wir zunachst das homogenen Anfangswertproblems

U — CAu =0 in R" x (0, 00), (5.2.1a)
u=yg auf R" x {t = 0}, (5.2.1b)
ur =h auf R" x {t = 0}, (5.2.1c)

wobei wir nach Lawrence Evans [1, Kap. 2.4.1, 2.4.2] vorgehen. Sei dazu zunéchst ¢ = 1.

5.2.1 Das eindimensionale Anfangswertproblem

Fiir n = 1 kénnen wir den Differentialoperator d;; — 0., faktorisieren und erhalten

(0 + 02) (O — Op) u = Uy — Uy = 0.
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5 Die Wellengleichung

Wir definieren

v(x,t) = (0 — 0p) u(z, t), (5.2.2)

was uns zur Transportgleichung
vy +v, =0 (5.2.3)
fithrt. Wir miissen also einen Spezialfall der allgemeinen homogenen Transportgleichung
uy+b gradu =0 in R" x (0, 00), (5.2.4a)
u=yg auf R" x {t =0} (5.2.4b)

mit b € R™ 16sen, wobei wir wieder Lawrence Evans [1, Kap. 2.1] folgen. Sei z durch
2(s) = u(x + sb, t + s)
definiert, so ist s = const, denn mit Gleichung 5.2.4a gilt
0sz(s) = gradu(x + sb,t + s) b+ us(x + sb,t +s) = 0.

Die Gerade (z + sb,t + s) schneidet die ¢ = 0 Hyperebene fiir s = —t in (z — tb,0). Somit
erhalten wir durch die Anfangsbedingung 5.2.4b die Losung

u(z,t) = 2(0) = z(—t) = u(zr — tb,0) = g(x — tb)
des Anfangswertproblems 5.2.4a,b. Gleichung 5.2.3 wird also von einer Funktion der Form
v(@,t) = plz — 1)
gelost, wodurch nach Gleichung 5.2.2
up(z,t) — ug(z,t) = ple —1t) (5.2.5)

folgt. Um diese Transportgleichung zu lésen untersuchen wir das Anfangswertproblem der
allgemeinen inhomogenen Transportgleichung

u +b gradu = f in R" x (0, 00), (5.2.6a)
u=g auf R" x {t = 0}. (5.2.6b)

Analog zum homogenen Fall definieren wir z durch z(s) = u(x + sb,t + s) und erhalten
0s2(s) = gradu(x + sb,t +s) b+ we(x + sb,t +s) = f(z + sb,t + s),

was uns zu

:/Of(x+sb,t+s)ds

= | f(z+(s—t)bs) ds
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5 Die Wellengleichung
fithrt. Somit 16st

u(z,t) :/0 flx+ (s—1t)b,s) ds+ g(x — bt)

das Anfangswertproblem 5.2.6a,b. Gleichung 5.2.5 wird also durch eine Funktion der Form
t
u(z,t) = / v(x+ (s —t)b,s) ds+y(x + t)
0

t
:/ (e +t—2s) ds+vy(x +1t)
0

1 T+t
5[ n) dyeate

—t

gelost. v und p missen so gewahlt werden, dass u die Anfangsdaten 5.2.1b,c erfillt. Fur
t = 0 folgt

V(@) = u(z,0) = g(x),
weshalb nach Gleichung 5.2.5
() = ulz,0) = ua(2,0) = h(x) — g.(x)

gilt, wodurch

u(e,t) = 3 (gla +1) + gz — 1)) + ;/:t hy) dy. (5.27)

die Formel von d’Alembert, das Anfangswertproblem 5.2.1a,b,c fiir n = 1 16st.

Satz 5.1
Fiir g € C*(R), h € CY(R) und u(z,t) gegeben durch die Formel von d’Alembert 5.2.7 gilt

(i) ue C*(R x (0,00)),
(i) ugy — Uy =0 in R x (0,00),

(iii)  lim  wu(z,t) = g(xg), lim  wlz,t) = h(xo) fir alle zo € R.
(x:t)%(IO’O) (mvt)*)(x070)
2ER >0 TER, >0

Beweis
(i) Die Behauptung folgt aus der Definition von w.

(7i) Striktes Rechnen ergibt

d"x+t)+g"(x—t)+ W (@x+t) —h(x—1) = Upe.

N —

U =
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5 Die Wellengleichung

(7i) Auch hier folgt durch striktes Ausrechnen

lim wu(z,t) = g(xo),
(z,t)—(z0,0) ( ) g( 0)

z€R,t>0
1
lim  w(z,t)= lim =(J'(x+t)—g(@x—t)+h(x+t)+hlx—t
ol w(wt) = lim o (g(@+t) —g'(@ 1) + bz + 1) + h(z 1))
z€R,t>0 z€R,t>0

Eine Anwendung dieser Formel findet sich bei folgendem Anfangsrandwertproblem

Upyp — Ugy = 0 in R, x (0,00),
u=g auf Ry x {t =0},
u = h auf R, x {t =0},

u=0 auf {x =0} x (0, 00).

Dieses Problem spiegelt beispielsweise eine in z = 0 festgehaltene Saite wider. Durch
Punktspiegelung in x = 0 erweitern wir das Problem auf ganz R und erhalten ein An-

fangswertproblem der Form 5.2.1, denn mit @, § und A definiert durch

> >
i, 1) = u(z,t)  (x>0,t>0),
—u(—x,t) (.T <0,t> 0)7
glx x> 0),
jen= 00 =0
—g(=z) (2 <0),
h >
hoy | M@ @0,
—h(—2x) (x <0),
geht das Anfangsrandwertproblem 5.2.8a,b,c,d in
ﬁtt—ﬂm:O in R x (0,00),
u=g auf R x {t = 0},
iy =h auf R x {t =0}

uber. Dies wird nach Satz 5.1 durch

o) =5 @+ 0ot -0+ 5 [ ) dy

DO | —

geldst. Mit der Definition von h folgt fiir z < ¢

/x " - / T+ /t iy = /t )y,

—t —t -z —x
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5 Die Wellengleichung

da h punktsymmetrisch ist. Somit 16st u, gegeben durch

1 1 T+t
2(g(x+t)+g(x—t))+2/ h(y) dy fur 0 <t <z,
ulwt) =] " (5.2.10)
Strn —gt-o)+5 [ hedy  fwo<s<t
t—x

das Anfangsrandwertproblem 5.2.8a,b,c,d. Fir h = 0 auf ganz R, teilt sich eine An-
fangsauslenkung in zwei Storungen auf, wobei sich eine in positive und eine in negative x
Richtung bewegt. Trifft die nach links laufende Storung das festgehaltene Ende x = 0, so
wird sie gespiegelt und lauft anschlieBend mit umgekehrter Auslenkung nach rechts.

5.2.2 Das mehrdimensionale Anfangswertproblem

Wir mochten nun das Problem 5.2.1a,b,c fiir n > 2 untersuchen. Hierzu definieren wir fiir
r > 0 die sphdrischen Mittelwerte durch

1
Ulx,r,t) = ]éB(M) u(y,t) dS(y) = o)1 /aB(m) u(y,t) dS(y),
1
Gler)=f o dst) = o | g dst)
1
Hen = ) as) = e [ ) asw)

wobei a(n) das Volumen der Einheitskugel im R" darstellt. Anschaulich entspricht diese
Definition der Bildung des Durchschnittswertes der Funktion im Ball B(z,r). Angenom-
men, u 16st das Anfangswertproblem der mehrdimensionale Wellengleichung 5.2.1a,b,c,
dann 16st U die Fuler-Poisson-Darbouzr Gleichungen

-1
Uy — U,y — ”TUT =0 in R, x (0,00), (5.2.11a)
U=G auf Ry x {t = 0}, (5.2.11b)
U =H auf Ry x {t =0}, (5.2.11c)

denn fiir ein beliebiges, festes z € R™ folgt mit » = **, Gaufischem Integralsatz und
Gleichung 5.2.1a

Uz, rt) = 0, (W /@ i) ds<y)>

1
=0, (na(n) /63(071) u(x +rz,t) dS(z))

1 Yy—x
= d t d 5.2.12
ST o, B ) s G212
1
= A t) d
na(n)rn=t /B(x,r) uly,?) dy
1
— t) dy.
na(n)rm=1 /B(z,r) ualy:1) dy
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5 Die Wellengleichung

Somit folgt
1
/ Utt(%t) dy,
TLOZ(TL) B(z,r)
was durch Differentiation

((n—l)”Q—I—T" 18) (x,r,t) &(r" 1Ur($rt)

)/B g (Y, t) dy)
= ) o, ( /0 e /a o u(x + py,t) dS(y) dp)

= T”_l/ ug(z + 1y, t) dS(y)
2B(0,1)

N na(n) /33(3;,r) waly,8) 45(y)

=" U (z, t)

T”_lUr(x, r,t) =

ergibt. Wir erhalten somit

n—1

Up(x,rt) + Upp(z, 7, t) = Uy, 1, 1)

und haben Gleichung 5.2.11a bewiesen. Gleichungen 5.2.11b,c folgen aus den Definitionen
von U, G und H

Uz, r,0) = faBW) u(y,0) dS(y) = iB(m 9(y) dS(y) = Gz, ),
Uz, r,0) = 7{93@,@ ui(y.0) dS(y) = ]ém ) dS () = He, ).

Wir untersuchen zunachst den Fall ungerader Raumdimension n = 2k + 1 mit £ € N und

erhalten dadurch eine Losung fir gerades n mit Hilfe der Abstiegsmethode. Seien U, G
und H fiir ein festes x € R™, r > 0 und ¢ > 0 durch

0= (50 )“
( o) (P6n).

< >k1 2k 1Hx7"))
R

definiert. Angenommen, u € C*(R™ x

r? U (x rt))

+) 16st das Anfangswertproblem 5.2.1a,b,c, so

lost U
U;—U,., =0 in R, x (0,00),
U=0G auf Ry x {t = 0},
U,=H auf R, x {t = 0},
U=0 auf {r =0} x (0, 00),
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5 Die Wellengleichung

denn mit Lemma D.1(ii), n = 2k + 1 und Gleichung 5.2.11a folgt

r

04(r,0) = (1

r

0
U(r,0) = (1@T>k_1 (T%—lU(a:,r, 0)) = ( 8r)k_l (7“2’“*1G(x,r)) el
(

Nach Lemma D.1(iii) gilt
5 1 k—1 k—1 4 '
Ur,t) = <7“8T> (TZk_lU(a:,r, t)) =Y B’ OIU(r), (5.2.14)
=0

wodurch U(O,t) = 0 folgt. Mittels Gleichung 5.2.10 bekommen wir fir 0 < r < t die
Losungsformel

. 1, -
0(r,1) = 5 (Gt +7) — Gt —7) / Ay (5.2.15)
Nach der Definition von U gilt
Ulx,rt) = ][ u(y,t) dS(y) = ][ u(z +rz,t) dS(z),
0B(z,r) 0B(0,1)

weshalb fir r — 0
ll_r}(l) U(z,r,t) =u(z,t)

folgt. Durch Gleichung 5.2.14 erhalten wir

Ut _
lim Borr —llg[l)U(:crt) u(z,t).

Mit Hilfe der Losungsformel 5.2.15 kénnen wir somit

(e, t) = L lim (;T (Gt4m)—Clt—n) + /tt” (y) dy>

Bo - (2G(t) + H(1))
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5 Die Wellengleichung

berechnen, wodurch nach Einsetzen der Definitionen von G, H, G, H und n = 2k + 1

u(z,t) = vln (at (1@)%3 (tH ]gB(I’t)g(y) ds (y)>

n—3

+(1at> ? (t"_2 ]gB(ac,t) h(y) dS(y))), (5.2.16)

mit v, =1-3-...-(n—4) - (n—2) fir x € R” und ¢ > 0 hervorgeht, was wir in folgendem
Satz festhalten.

Satz 5.2 Losung der Wellengleichung in ungeraden Dimensionen

Fiir ungerade n > 3, p > 2, g € C"7 (R"), h € C"= *?(R") und u definiert durch
Gleichung 5.2.16 gilt

(i) ue CP(R™ x [0, 00)),
(ii) uy — Au=0 in R™ x (0, 00),
(ii)  lim w(z,t) = g(xg), lim  wl(z,t) = h(zg) fir alle zo € R™.

(z,t)—(20,0) (z,t)—(20,0)
2€R™ 10 2E€R™£>0

Beweis

(i) Mit Lemma D.1(iii) erhalten wir

u(x,t)fj( (Zﬁ n— 1t3+18JGIt>+ZB w1V H t))

7=0

n—3
1 2 4 ,
=— (@ (Z B aat’ ™10} 9(y) dS(y))
Tn §=0 B (z,t)

n—3
2 .

£ Bt
=0

OB(z,t)

h(y) dS (y))

—i Oy Zﬁ n- 1t3+13J
Tn =0

2 .
+ Z 5j7nT—1tj+1ag ][
=0

9B(0,1)

g(x+t2) dS(z))

aB(0,1)

h(z +tz) dS(z)) :

woraus die Behauptung folgt.
(7i) Sei zunéchst g = 0 fiir alle x € R™. Dann gilt

n—3

u(z,t) = vln (1&)2 (t“ ][BB(M h(y) dS (y)>

n—3

_ 1 (1@)2 (t”_QH(x,t)) :
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5 Die Wellengleichung

~—

weshalb mit Lemma D.1(ii

1 1.\ 1 /1. .\
U (z,t) = 7&% <tat> (tn_gH(%t)) = o (tat) (tn_lHt($»t))

folgt. Analog zu den Berechnungen 5.2.12 erhalten wir

1

Hi(z,t) = my(n)t”‘l/B(m) Ah(y) dy,

was zZusaminern

T”_l/ Ah(x +712) dS(z) dr
dB(0,1)

t”_z/ Ah(z + tz) dS(z))
9B(0,1)

= Au(z,t)
ergibt. Analog folgt fiur h = 0

1 1 \7T
= — 70 (8) (/ Ag(y dy)
Yana(n) '\t B(a,t) &)
1 1\ (1
I (a) ( / Agly) d )
Yana(n) '\t t JoB(a,) 9(v) dy
1 1 nT_g n—2
—a—a(;0) g(y) dy
Tn t dB(z.1)

= Au(z,t).
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5 Die Wellengleichung

(7i) Durch Lemma D.1(iii) erhalten wir

lim  w(z,t)
(z,t)—(z0,0)
zeR™,t>0

i ! ! n23 n—2 1 an?) n—2
— (1715)%%%06)) % 815 <tat) (t G(ZE, t)) + <t8t) (t H(ZE, t))
zeR™ t>

n—3

n—3
1 2 ) ) 2 ) )
= lim |0 [ Y B uat! O G(a,t) | + Y B aat!TIO H 2, t)
§=0

(m,t)%(wo 70) Tn

zeR™,t>0 7=0
(= 2t
— w4 DPHGE 1 3 Bt G
(z:t) = (20,0) Vp jz%ﬁ]’ 2 Y WG (x,1) jz%ﬂw 2 t (z,t)

zeR™,t>0

1
(m,t)gﬁo,o) nﬁo7T1 (,1)
ZER™ >0

= lim f 9(y) dS(y)
OB(z.,t)

(z,t)—(z0,0)
TER™ >0

= lim f g(x +ty) dS(y)
2B(0,1)

(z,t)—(z0,0)
£ER™ >0

:]l g(x0) dS(y) = g(wo).
0B(0,1)

Ahnlich wie im Beweis von (ii) folgt fiir A~ = 0 mit Lemma D.1(ii) und (iii)
1, (1.\7
lim  w(rt) = lim  —a, (tat) " (20, 1))

(z,t)—(z0,0) (z,t)—(x0,0) Yn
TER™ >0 TER™ >0

n—1
1 /1.\%
—  lim (at> ’ ("' Gu(x, 1))
(z,t)—(20,0) YV \ T
13)2 ( / Ag(y) d )
— (=9, 9(y) dy
saiiep 7m0 ) Ve
1

zeR™,t>0
I <1a)2 1/ Ag(y) d
= im - —
(,)—(20.0) Ypnev(n) t t JoB(w I oy

zER™,t>0

1
= lim

n—3

lim (1a>2 (t“][ Agly) d >
= lim — (=
(ac,t)—>(aco,0) Tn t ‘ OB(z,t) 9 Y

2ER™ £>0

n—3
1 2 - ~
AL et Aglw) dy
= OB(w,t)

= lim
(z,t)—(20,0) Yp,
z€R™,t>0

=0.
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5 Die Wellengleichung

Somit kommen wir mit Hilfe von Lemma D.1(iii) zu

lim  w(x,t
(z,t)—(20,0) t( )

z€R™ t>0
T P <1a>%3 (26 (w,1)) + 0 (18)%3 (128 (2,1))
= im — - x, - x,
T @)oo g, \ Nt e
zeR™,t>0
n—3
1 1 Tz
= lim b 8t <0t> ’ (tn_zH(l',t)>)
(z,t)—(20,0) Y, t
z€R™,t>0
n—3
P S IO H (e, t
= lim — gt x,
(x,t)=(20,0) Yn, ! ]Z;) 5%16 ! ( )
zeR™,t>0
1 (=
=  lim — b (G+DFH(x, t) + 0T H(x, t
(z’?@(fg’o) ™ ;)53,1% ((J WO H (,1) t ( ))

= lim — H(x,t
(z,t)—(z0,0) Vn 50 k ( )
z€R™,t>0

= lim h dS
e Jim (v) dS(y)

z€R™,t>0

= lim ][ h(z +tz) dS(z)
aB(0,1)

(z,t)—(20,0)
z€R™,t>0

= f h(zo) dS(z)
8B(0,1)

Fiir n = 3 erhalten wir aus Gleichung 5.2.16 die Kirchhoffsche Formel

1 1
o) =0 (g [ s as)+ oz [ ) ds)

Wir kommen nun zum Fall gerader Raumdimension. Hierfiir nutzen wir die Abstiegsme-
thode, wobei wir das Anfangswertproblem im R™ x (0, c0) als Problem im R"™ x (0, c0)
auffassen.

Sei also n gerade und 16se u das Anfangswertproblem 5.2.1a,b,c, dann 16st @ definiert
durch

Wy, .oy Ty, t) = u(xy, ..., T, t)
das Anfangswertproblem
Gy — AU =0 in R"*! x (0, 00),
u=g(x,...,Tn01) =9g(T1,...,2,) auf R™™! x {t = 0},

U = h(@1,. . Tng1) = (@, 20) auf R"* x {t = 0}.
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5 Die Wellengleichung

Somit erhalten wir nach Gleichung 5.2.16 fiir ein festes x € R” und ¢t > 0

u(z,t) = %1“ (at (1@t>n;2 (t“ ]éé(m)é(:&) dS(@))
+(1a)t20nlﬁm%@ﬁ@>M%@)),

wobei dB(Z,t) den Rand des (n + 1)-dimensionalen Balles um o = (21, ..., x,,0) € R"t!
mit Radius ¢ darstellt. Wir definieren ¢ durch

Py) = \/t* — |z —y?,

{(v.6(y),1) € R x (0,00)|y € Bl 1)}

wodurch

die 'obere’ und

{(y,—6(y),t) e R*" x (0,00)|y € B(x, 1)}

die 'untere’ Hemisphare von 83(920, t) Widerspiegelt Nach Transformationssatz folgt somit

]i B@O,t)g@ 450 =& +1)a(n Y /B . g() dS(y)
2

T (n+ 1)a(n+ 1)tn / g()\/1+ |Do(y)|* dy

t)
~ (n+ Da(n+ 1)t 1/“ [+2 |x— |2
2ot ][ 9(y) dy
(m+Dan+1) Jpey /2 — [z —y2

Fiir die Eulersche Gammafunktion I' gilt

() -(3) (),

TOROR-EN EAT

2) \2 A2
PG () (45D () () -1
2 /) \2/) \2 2 N2/ \2) 2
weshalb wir mit a(n) = - (72:2:) den Vorfaktor — durch
I 2a(n)
In ’7n+1(n + 1)a(n + 1)
_ f:o(Qj +1)
Yyr(n+ 1) T2 25
B 1
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5 Die Wellengleichung

erhalten. Analog folgt

1 ~ . t h(y
f o hgasw="4 S —
Vn+1 JoB(z0,t) Tn JBt) (/12 — |z —y|?

weshalb wir zur Losung

u(z,t) = 1 Oy <18t>2 t”][ 9W) dy
Tn t B(z,t) 1/t — |x — yl|?

n—2

)7 (g ) oo

kommen.

Satz 5.3 Losung der Wellengleichung in geraden Dimensionen

Fiir geraden >2,p>2, g€ C2P(R"), h € C’nT_Q“’(R”) und u definiert durch Gleichung
5.2.18 gilt

(i) uwe CP(R™ x [0,00)),
(ii) uy — Au=0 in R™ x (0, 00),

i lim u(z,t) = g(xo), lim w(x,t) = h(zo) fir alle o € R".
(i) (z,t)—(z0,0) (z,1) = 9(2o) (z,t)—(z0,0) (@, ) (o) f 0
2ER™,£>0 TER™ £>0

Da wir das n-dimensionale Anfangswertproblem als Spezialfall des n 4+ 1-dimensionalen
Anfangswertproblems auffassen konnten, folgt der Beweis aus Satz 5.2. Fiir n = 2 erhalten
wir die Formel von Poisson

1 1 h
w(at) = &, 2/ 9(y) ay | + 2/ (v) dy.
T JBat) (/2 — |z — y|? T JBat) (/2 — |z — y|?

Bis jetzt haben wir uns mit dem Spezialfall der Wellengleichung auseinandergesetzt, in
dem die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt wurde. Dies ldsst sich jedoch mit
einem Wechsel der Variablen verallgemeinern. Lose dazu w(zx, ¢) die Wellengleichung in
ungeraden Dimensionen

0 in R" x (0, 00),
w(z) =g(x)  auf R" x {¢ =0},
h(x) auf R" x {¢ = 0},

so ist w nach Gleichung 5.2.16 durch

w(w, ¢) = Vln (@;s @%) B <¢“ ]iB(w) gly) dS (y)>
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5 Die Wellengleichung

gegeben. Wir setzen ¢ = ct, weshalb 0, = 18,5 gilt und das Anfangswertproblem in
wy(w, ct) — Aw(x,ct) =0 in R" x (0, 00),
w(z,0) = g(x) auf R" x {¢ = 0},
wy(x, 0) fz(x) auf R" x {¢ = 0},

tibergeht. Nun substituieren wir h(x) = ch(z), wodurch u definiert durch

u(z,t) = wlz, ct) (8 t” 2723( ) 9(y) dS(?J))

n 3

+ &) (t” 2 faB(m) h(y) dS(?J)))

das gewiinschte Anfangswertproblem

uy(z,t) — Au(z,t) =0 in R" x (0, 00),
u(z,0) = g(z) auf R" x {t = 0},

u(z,0) = h(x) auf R" x {t = 0},
1 1.\
u(z,t) = o (8t (tat)

. c g(y)
(t ]{g(x,ct) V(et)? i fx —y[? dy)
= c h(y)
( at) (t ][B(x,ct) \/(Ct)2 — fx —y|? dy))

x+ct

u(z,t) = ; (g(x +ct) + g(z —ct)) + 20/ h(y) dy.

—ct

16st. Analog folgt fiir gerade n

n—2

und firn =1

Wir wollen nun das inhomogene Anfangswertproblem

Uy — Au = f in R" x (0, 00),
u=0 auf R" x {t =0},
ur =0 auf R" x {t =0}

l6sen, wobei wir nach dem Prinzip von Duhamel vorgehen. Sei dazu v(z,t,s) fiir alle
s € (0,00) eine Losung von

vz, t,s) — Av(z,t,s) =0 in R" x (s,00),
v(x,t,s) =0 auf R" x {t = s},
vz, t,s) = f(z,s) auf R" x {t = s}

und u fiir alle z € R, t € (0, 00) definiert durch
¢
u(z,t) :/ v(x,t,s) ds. (5.2.21)
0

Mit |z] = max {k € Z‘k < x} erhalten wir folgenden Satz.
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5 Die Wellengleichung

Satz 5.4
Firn>2,p>2, f € CL"271t2(R" x [0, 00)) und u definiert durch Gleichung 5.2.21 gilt

(i) u e CP(R" x [0, 00)),
(ii) uy — Au=f in R™ x (0, 00),
(iii)  lim  w(z,t) =0, lm w(x,t) =0 fir alle zo € R™.

(z,t)—(z0,0) (z,t)—(20,0)
zER™ >0 zER™ t>0
Beweis

(i) Fir ungerade n ist f € C"T P(R" x x [0,00)). Nach Satz 5.2.16 gilt v(z,t,s) €
CP(R™ x [0, 00)) fiir alle s > 0, wodurch auch u(z,t) € CP(R™ x [0,00)) ist.
Fir gerade n ist f € C%+p(R" X [0,00)). Fiir alle s > 0 folgt mittels Satz 5.2.18
v(z,t,s) € CP(R™ x [0,00)) und somit u(z,t) € CP(R™ x [0, 00)).

(ii) Mit a(t) = t gilt

a(t)
ug(x,t) = 0 (/ v(z,t,s) ds)
0
a(t) a(t)
8 / v(z,t,s ds+/ (x,t,s)
0

= v(x,t,t) ds—i—/ (x,t,s) ds

t
—/ v (z,t,s) ds
0

und analog

f(z,t) /Avxts

= f(z,t) + Au(z, t).
(iii) Es gilt
t
lim w(z,t)= lim )/ v(x,t,s) ds =0
0

(z,t)—(z0,0) (z,t)— (20,0
TER™ t>0 TER™ >0

und

t
lim w(x,t)= lim ve(x,t,s) ds = 0.
(2,8) = (20,0) (2, 1) (x,t)—>(x0,0)/o i )
TER™, >0 TER™,£>0
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5 Die Wellengleichung

Das allgemeine inhomogene Anfangswertproblem der Wellengleichung

Uy — Au = f in R" x (0, 00),
u=g auf R" x {t =0},
u =nh auf R" x {t =0}

wird folglich durch die Superposition der Losung des homogenen Problems 5.2.7, 5.2.16
beziehungsweise 5.2.18 und der des inhomogenen Problems 5.2.21 gelost.

Huygenssches Prinzip

Anhand von Gleichung 5.2.16 erkennt man, dass in ungeraden Raumdimensionen n > 3
die Losung nur von Randpunkten des Kegels beeinflusst wird. Dies ist das Huygenssche
Prinzip. Eine Storung breitet sich demnach in Form einer Wellenfront aus. Fiir gerade
Dimensionen zeigt Gleichung 5.2.18, dass eine bei x lokalisierte Anfangsstoérung die Losung
an einem anderen Punkt y nach endlicher Zeit erreicht, und dort fiir alle Zeiten beeinflusst.
Das Huygenssche Prinzip ist somit verletzt. Auch im allgemeinem Eindimensionalen Fall
wird es verletzt, was Gleichung 5.2.7 zeigt. Ist jedoch h(x) = 0 so unterliegt die Losung
ihm auch hier.

Regularitat

Mit Hilfe von Satz 5.1(i) folgt, dass die Losung der eindimensionalen Wellengleichung nicht
an Differenzierbarkeit verliert. Fiir n > 2 erhalten wir nach Satz 5.2(i), beziehungsweise
Satz 5.3(i) einen Verlust an Regularitéit. Fiir beliebige n € N folgen jedoch aus unendlich
oft differenzierbaren Anfangsdaten unendlich oft differenzierbare Losungen. Die Wellen-
gleichung erfillt somit auch Eigenschaft (2) aus Kapitel 2.1.

62



6 Zusammenfassung

Wir haben gezeigt, dass lineare, translationsinvariante Systeme, die fiir geniigend glat-
te Anfangsbedingungen eine eindeutige, sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten-
de, glatte Losung besitzen, hyperbolischen Differentialgleichungen geniigen. Anschlielend
konnte bewiesen werden, dass strikt hyperbolische, lineare, translationsinvariante Differen-
tialgleichungen fir glatte Anfangsbedingungen eine glatte, eindeutige, sich mit endlicher
Geschwindigkeit ausbreitende Losung besitzen. Des Weiteren wurde deutlich, dass charak-
teristische Fléchen eine bedeutende Rolle fiir diese Losung spielen und Energieerhaltung
gilt.

Danach l6sten wir uns von der festen Raumzeit und untersuchten ein hyperbolisches
System mit zeit- und ortsabhéngigen Koeffizienten. Auch hier konnten wir eine eindeutige
Losungen nachweisen und zeigen, dass sich Information mit endlicher Geschwindigkeit
ausbreitet.

Abschlielend haben wir uns der Wellengleichung, dem Paradebeispiel einer strikt hyper-
bolischen Differentialgleichung, gewidmet. Auch hier konnten die vorherigen Ergebnisse
verifiziert werden. Wir haben gesehen, dass der charakteristische Doppelkegel mit Spitze
in einem Punkt dem Einfluss- beziehungsweise Abhédngigkeitsbereich dieses Punktes ent-
spricht und konnten auch hier Energieerhaltung feststellen. Zu guter Letzt haben wir die
vorher prognostizierte Losung hergeleitet.
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Appendix A

Wir wollen die Fouriertransformation von (1 —z%)™ und z (1 — 2%)™ berechnen. Nach
Binomischem Lehrsatz gilt

(1-4%)" = Ig (C’;) (—1)kz.

Fiir die Fouriertransformation der auf —1 < x < 1 beschrinkten Funktion gy(z) = 2%

folgt N

182 g1 '
+ 2k(2k — 1) () / g e gy

1w 1

_1 (e—iw _ ez‘w> — 9k (_1>2 (e—iw + eiw) +2k(2k — 1) <Z._lj>2§k—1(w)~

2w W

Fir k = 0 erhalten wir

was induktiv

1w

~ 2k j (2k)' —1\7*! —iw j w
) =20 e () ()
ergibt. Wir kommen somit insgesamt zu

1— 1’2 e~ WE oy — (m> (_1)k ( : (> (_1)]6110 — e

/_ 1 ( ) ,;)jz:;] k (2k — j)! \iw ( )
(A.0.1)

und wollen nun die Vorfaktoren dieser Gleichung berechnen.

Lemma A.1
Firm e N, k,p e Ny und p <m gilt
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Appendix A

Beweis
Wir fihren eine Induktion nach m durch.
Induktionsanfang: Fir m = 1 gilt

ki‘o (;) (1) =1-1=0.

Induktionsvoraussetzung: Es gelte ;" (?) (—1)*kP = 0 fiir ein m € N und p < m.
Induktionsschluss:

rg:l (ml;l— 1) (_1>kkp _ m+1 (7:> (_1)kkp i :fé <k;7f 1) (_1)kk,p

k=0

=3 (1) vt - ey
S (g ()

Hieraus folgt sofort, dass fiir jedes Polynom f(k) dessen Grad m — 1 nicht tbersteigt

o (m
55 (1) vrs =0 (A02)
k=0
gilt. (2(132.!)! ist ein Polynom mit Grad j in k, wodurch wir
"o (m (2k)!
(1) =2 =0 (A.0.3)
;) (’f) (2k —j)!

fir j < m erhalten.

Lemma A.2
Firm e N und k € Ny gilt

i (2)(—1)k(2]§2f);n), = (=2)"m!

k=0
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Beweis
Wir berechnen

(2]52_%);1)! - Zﬁ:(% —7)=(2k)™+ T:z_; ok

mit Konstanten ¢;. Nach Gleichung A.0.2 verschwindet die Summe

weshalb wir
> () g = 3 () e

erhalten. Der Rest folgt per Induktion tiber m.
Induktionsanfang: Fiir m = 1 gilt

21: (;)(—1)’“(%)1 =0-2=(-2)"1

Induktionsvoraussetzung: Es gelte 1% (7{’)(—1)’“(2/{:)” = (—2)"m! fiir ein m € N.
Induktionsschluss:

il imo 1 il ’'m . mlm . L

S (" et =5 (D)3 ()t
-3 (i) (e
:§)< k=0
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Zusammen mit Gleichungen A.0.1 und A.0.3 erhalten wir somit

/_11 (1 — x2>m e "y = (—2)™m! <;U>m+1 ((_1)m€m B e—l’w) Lo (wnlm) (A04)

Analog folgt fiir die Fouriertransformation der auf —1 < x < 1 beschrinkten Funktion
hi(z) = 2%+

7 ! ; —1 . 1 -1 1 ,
hk(lU) :/ x2k+le—zwxdx - <x2k+16—1wx) - 7(2]{ + 1)/ $2k€_wmd$

1 1w -1 qw 1
-1 , , —1\?2 N
N~ —iw wy) 2k 1 - 2k —iwx
- (e +e ) (2k + )(zw> (:c e )_1
-1 2 1 )
+(2k +1)2k () / 2T gy
Tw 1

— . . —1\2 . . —1\2.
= (e W)y — (2k+1) [ — W et 2k + 12k — | hi_ )
1w (6 te ) (2k + )<zw> (e c >+( +1) (zw) e ()
Fir k£ = 0 erhalten wir

1

ilo(w) :/ re Wy = ;1 (Iefiwx)

1 1w

—1 —iw iw —1\? —iw iw
:%(e +e >_(Zw) (e —e ),

1
1 —1 —ijwzx

- — e dx
-1 ww )4

was induktiv

2%k-+1 ‘ EPTC I N
) = 3 (<19 S (Y (i gy,

= (2k+1—7)! \iw
und somit
' 1 2\ —iwe 2 (m 1)k (2k +1)! 17" )i+ giw —iw
T — X e xr = — _— | — — e —e
JrG-) 3 (W) ) )
ergibt. Analog zu vorher ist % ein Polynom in k£ vom Grad j und nach Gleichung

A.0.2 folgt

o (m o QE+F1)
Z<k>(_1) k1 "

k=0

fiir 7 < m. Fir j = m gilt auch hier

= () w5l

=3 (1) vt - o

weshalb wir

/_1 x (1 - xz)m e " dy = (—2)™m! <;U)m+1 ((—1)m+1eiw - e_i“’> +0 <wW1L+2>

1
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und mit Gleichung A.0.4
1 N 1 \m+L , .
14+x)(1—2°) e "™dxr=(-2)"m! () —1)me™ — e
| ara (-2 (-2) ((-1) )
1 m—+1 ) ) 1
+ (_Q)mm| () ((_1)m+1€lw _ e—zw) +0 ( )

- 1
= (2))"'mlw " e™™ + O ()

wm+2

erhalten. Fiir £ — oo folgt somit

1
/ (1+x) (1 - x2) e rdy = (20)" M mlw ™ e
-1

und in k£ Raumdimensionen

1 . k
/1 (14 x;) (1 - x?)m e iy ; = ((Zi)m“m!)k O [[Twy™'  (A0.5)
_ j=1

J=1
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Lemma B.1

Sei ¢ € CF, so existiert zu jeder Nullstelle A(¢) eines charakteristischen Polynoms P(r, ()
einer hyperbolischen Differentialgleichung eine Nullstelle o(C) von Py(T, () mit

A(Q) = a(¢) + o(¢).

Beweis
Sei n der Grad von P(r,() in 7, so ist der Grad in ¢ héchstens n und Py(7, ¢) stellt genau
die Summanden von P(7,() dar, deren Grad n entspricht. Somit gilt

P(7,¢) = Fo(7,¢) + o(7") + o([¢]")-

Wir schreiben P in Nullstellenform

P(r.¢) = [(r = N(Q) =7" - ;T’H)\j(() +P'(7,¢) (B.0.1)

j=1
und sehen, dass deg; A\;(¢) < 1 fiir alle 1 < j < n gelten muss, denn angenommen, es
wiirde ein \; mit deg, A;(¢) > 1 existieren, so wiirde nach Gleichung B.0.1

deg( P(Ta C) > degT P(Ta C)

gelten, was einen Widerspruch zu Bedingung (i) in Definition 2.8 darstellt. Die Nullstellen
von P(7,() sind somit hochstens ersten Grades in ¢. Wir schreiben also

AC) = o(€) + A(Q)

mit A € o(¢) und X(¢) € O(C) oder \(¢) = 0. Da Py(r, ) eine n-Form darstellt und A(¢)
P(7,¢) lost, folgt

0= P(X(C), Q)
= Py(Mo(€) + A(€), €) + o(A"(€)) + o([¢]™)
= > cal*No(Q) + MO)F +o(I¢I™)

|a|+k=n
= 20l 3l (Q) + A" +o(I¢]")
|a|=n |a|+k=n
| #n
=D ™+ D cal™A(Q) +o(l¢]")
|a|=n |a|+k=n
o] #n

= Py(Ao(€), ¢) +o(I¢]™)

mit einem Multiindex a.. Nach Konstruktion gilt Py(Ao((), () € ©(|C]") oder Py(Ao(¢), () =
0 und mit der vorherigen Rechnung kann der erste Fall nicht eintreten, weshalb )y einer
Nullstelle von F, entspricht. O
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Lemma C.1
Fiir positive Konstanten K und \ existiert ein C > 0, sodass

Kk(1+1)+1

< Ck
1— Kk —°
fiir 0 < Kk < 3 gilt.
Beweis
Fir Kk = 0 gilt
1
Kk (1 + X) +1 1 — €(8+§)Kk‘

1—- Kk

Differentiation liefert

P (Kk(1+§)+1) 1+ -KR)+EE(1+1)+1

O(Kk) 1 - Kk (1— Kk)?
243
— Kk)®

~

8+
o)
8(Kk) <6(8+ m)’

da Kk auf (0, %) beschrankt ist. Wir haben somit in (8 + %) K eine solche Konstante
gefunden. O]

VAN
>/\q>

IN
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Lemma D.1
Firk € Nund ¢ : R — R € O gilt

k

(i) {rar,(iar)’“] — -2k (10,)",
(ZZ) Opr (%(%)lg_l (TQk*lgb(T’)) — (%8T>k (r2kar¢(r)) 7

(iii) (%&)k_l (rz’“*lgb(r)) = Z?;& B,k 101 p(r) mit Konstanten B, wobei Sop =1-3-
5-...-(2k — 1) entspricht.

[A, B] spiegelt hierbei den Kommutator A B — B A wider.

Beweis
Wir fithren jeweils eine Induktion nach k£ durch.

(i) Induktionsanfang: Fir k = 1 gilt

S
72 r r

[r@r, 1@} — (—1@ + 1aw) Lo L, = oty
T T T

Induktionsvoraussetzung: Es gelte {r@r, (i&)k} = -2k (%&)k fiir ein k € N.
Induktionsschluss: Somit folgt

o () = o ()] (o) + (1) [ 0]
- (t0) (Ya)+ (Ya) (2la)
— 2kt 1) (iar)kﬂ .

(7) Induktionsanfang: Fiir k = 1 gilt

Orr (r(r)) = 0,¢(r) + 0r (rO:o(r))
= 28r¢(r) + Tarr¢(r)

=0, (”0,6(r)) .
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k- k
Induktionsvoraussetzung: Es gelte 0O, (%&) ' (T%’lgb(r)) = (%@) (r2k8r¢(r)>
fiir ein k € N.
Induktionsschluss: Mit (i) folgt

0 (70) (20) =0 (30) (@64 10r00) 410,00
= (2k +1)d,, (i&)“ (o)

+0.(+0, )k (*0,0(r))
(2k + 1) (13 ) (r0,0(r)) + O,

~ (e+1) (ia)mr o,

la)k (r0,0(r))

I
N—

+
> 7 N

— 2k +1+0,7) (i@)k (7‘2'“3r¢(7"))

— 2k +2+ 70, (71@) (r**0,0(r))
_ ((ia)k (2k + 2 +10,)

4 [(214: +2+70,), <i8>k]) (r%é‘rcb(r))
i@)k (2k + 2 +19,) — 2k (iay) (r*0,¢(r))

(
(i@r)k (2+ T@T)> (T%argb(r))
1
?
!

I
QD
N—

x>
<
/N
—~
[\
+
[\
&
~
=
[\
S
+
—
S5}
S
—~
~—
[\
B
+
[\
Q
-
—~
~—
SN—

(7i) Induktionsanfang: Fir k = 1 gilt
0

= 3 B 9jo(r)

Induktionsvoraussetzung: Fir ein k£ € N gelte

1

k—1 k—1 ) )
(o) (o) = 3 Bur T 0j0(0)

mit Konstanten /3, wobei By =1-3-5-...-(2k — 1) entspricht.
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Induktionsschluss: Mittels (ii) und partieller Integration folgt

(iar)k (r2k+1¢(T)> — (2 + 1) <18T>k—1 (r%*l(b(r)) N (71”(1)]6_1 (TQkar(b(,r))

r

— @k +1) ( )k_ = 16(r))
—l—/r( )k (r%ar(b(r)) dr
=(2k+1) < )kl (T%_lqb(r))

[, () (o) o

@k 1) (i&«)k;_l (r16(r)) + 70, (i@,) - (r*1g(r))
-/ (1ar)’€ (ot >>
— (2 +1) ( ) P21 +ra <1a>k1 (rgk—1¢(r))
( ) P21 () y

— 2% (Ta )k 1( Hlo(r )) + 70, (i&) (r*o(r)
kS Gy ) + 10, Y P ()
j=0 j=0

1
B
Lo
1
)

r
r
r

k—1

k—1
=2k Z 5j7krj+18£q5(r) + Z(] + 1)Bj7krj+13£¢(r)
=0

J=0

k—1
+ 2 Biwr? PO o(r)

j=0

= (2k 4+ 1)Boxro(r +Zﬂg 1~c+17”jJr ajﬁb( )
j=1

= Bokt17o(r +Zﬁgk O (r)

mit Konstanten f3; 11, wobei Bp 41 = (2k+1) - (2k —1)-...-3 -1 gilt.
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